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Kumpulan tiedekirjasto
Supranesteiden turbulenssia, eli kvanttiturbulenssia, on tutkittu jo useiden vuosikymmenien ajan.
Toiveena on, etta¨ joiltain osin yksinkertaisemman kvanttiturbulenssin ymma¨rta¨minen auttaisi pa-
remmin ymma¨rta¨ma¨a¨n klassista turbulenssia. Supranesteissa¨ sirkulaatio kvantittuu ja pyo¨rteet
ovat mahdollisia vain kvantittuneiden vorteksien eli viivamaisten topologisten defektien muodos-
sa. Supranesteiden turbulenssissa on kyse na¨iden viivapyo¨rteiden kaoottisesta liikkeesta¨. Toisin
kuin klassisissa fluideissa, joissa pyo¨rteet voivat olla monen kokoisia ja eri voimakkuuksisia, niin
supranesteissa¨ kaikki vorteksit kantavat yleensa¨ yhta¨ sirkulaation kvanttia.
Klassisen turbulenssin keskeinen ajatus on energian kaskadi suurilta pituusskaaloilta pienemmille.
Systeemiin syo¨teta¨a¨n energiaa jollakin suurella skaalalla ja energia dissipoituu viskositeetin kautta
pienella¨ pituusskaalalla. Kolmogorovin menestykseka¨s teoria perustuu ta¨ha¨n. Koska supranesteissa¨
ei ole viskositeettia, hera¨a¨ kysymys voiko klassisen kaltainen turbulenssi ylipa¨a¨ta¨a¨n olla mahdollista
niissa¨. Lukuisat kokeet ovat osoittaneet, etta¨ Kolmogorovin tyyppinen turbulenssi on mahdollista
supranesteissa¨, jopa a¨a¨rimma¨isen kylmissa¨ la¨mpo¨tiloissa.
Vorteksit voivat ja¨rjestya¨ lokaalisti niin, etta¨ vorteksikimput muistuttavat makroskooppisia klassisia
pyo¨rteita¨, jolloin virtaus voi muistuttaa klassista virtausta. A¨a¨rellisissa¨ la¨mpo¨tiloissa supranesteen
normaalikomponentin osuus on nollasta poikkeava. Ta¨llo¨in dissipaatio on mahdollista supraneste- ja
normaalinestekomponenttien va¨lisen keskina¨iskitkan kautta. Kvanttiturbulenssin uskotaan kuiten-
kin olevan mahdollista myo¨s nollala¨mpo¨tilan rajalla. Ainoa mahdollinen dissipaatiomekanismi on
ta¨llo¨in vorteksien suuritaajuuksisten va¨ra¨htelyjen, kelvinaaltojen, sa¨teilema¨t fononit. Energian kas-
kadi suurilla pituusskaaloilla muistuttaa klassista Kolmogorovin kaskadia. Ta¨ta¨ jatkuu vorteksien
keskima¨a¨ra¨isen eta¨isyyden pituuskaalaan asti. Vorteksien va¨liset rekonnektiot synnytta¨va¨t kelvin-
aaltoja. Epa¨lineaaristen vuorovaikutusten kautta energia siirtyy suuritaajuuksisille kelvinaalloille
niin sanotussa kelvinaaltokaskadissa, kunnes dissipaatio fononeiksi on mahdollista.
Ta¨ssa¨ tyo¨ssa¨ ka¨yda¨a¨n la¨pi kelvinaaltokaskadiin liittyva¨a¨ kirjallisuutta. Toistaiseksi kaksi erilaista
skenaariota on esitetty kaskadiin liittyen. Monet numeeriset simulaatiot ovat pyrkineet selvitta¨ma¨a¨n
kumpi skenaario on oikea. Kelvinaaltokaskadin numeerinen mallintaminen on kuitenkin hyvin han-
kalaa, eiva¨tka¨ tulokset ole voineet vahvistaa kumpaakaan skenaariota.
Jo pelkka¨ kelvinaaltojen identifiointi vorteksivyyhdista¨ osoittautuu haastavaksi ongelmaksi. Kel-
vinaaltokaskadin tunnusmerkkeina¨ on pidetty vorteksivyyhdin kaarevuuden jakauman siirtymista¨
suurempia arvoja kohti ja yksitta¨isen vorteksin tavallista suurempaa fraktaalidimensiota. Myo¨s kaa-
revan vorteksin amplitudispektrin uskotaan kertovan jotain todellisesta kelvinspektrista¨. Suoritta-
miemme laskujen perusteella ei mika¨a¨n edella¨ mainituista tavoista kuitenkaan riita¨ paljastamaan
kelvinspektria¨. Lisa¨ksi a¨a¨rellinen ma¨a¨ra¨ laskentapisteita¨ rajoittaa mahdollisia kelvinaaltojen vuoro-
vaikutuksia. Yleisesti ka¨ytettyyn algoritmiin sisa¨ltyy lokaalin induktion approksimaatio, joka va¨a¨-
rista¨a¨ tuloksia sallimalla joitakin kelvinaaltojen vuorovaikutuksia, jotka eiva¨t kuitenkaan ole teorian
ennustamaa kaskadia.
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Supranesteiden turbulenssia [1–7] kutsutaan kvanttiturbulenssiksi, koska
supranesteissä ilmentyvät jotkin kvanttifysiikkaan pohjautuvat ilmiöt makro-
skooppisessa mittakaavassa. Olisikin helppo kuvitella, että kvanttiturbulenssi
poikkeaisi klassisesta turbulenssista hyvin paljon. Tässä työssä tulemme kui-
tenkin näyttämään, että näin ei ole.
Supranesteellä [8–11] tarkoitetaan ilman viskositeettia virtaavaa fluidia,
jonka käyttäytyminen selittyy Bosen–Einsteinin kondensaation avulla. Luon-
nossa supranesteitä esiintyy vain suuressa paineessa neutronitähtien ytimis-
sä [12]. Laboratorioissa tutkitaan heliumin kahden eri isotoopin supranestefaa-
seja sekä suprajuoksevuutta atomikaasujen Bosen–Einsteinin kondensaateissa.
Tässä työssä supranesteellä tullaan tarkoittamaan nimenomaan heliumin iso-
tooppia 4He. Myös 3He:lla on kaksi supranestefaasia, joista 3He-B muistuttaa
paljon 4He:ä. Turbulenssin dissipaation mikroskooppinen selitys on kuitenkin
näissä supranesteissä erilainen, koska toinen koostuu bosonisista hiukkasista
ja toinen fermioneista.
Turbulenssia [13–17] esiintyy lukuisissa eri yhteyksissä, ja sen selittäminen
on hyvin vaikeaa. Supranesteiden turbulenssin tutkimisen toivotaan auttavan
klassisen turbulenssin ymmärtämistä. Supranesteissä pyörteisyys rajoittuu
kvantittuneisiin pyörreviivoihin eli vortekseihin [18]. Turbulenssi supranesteis-
sä muodostuu satunnaisista vortekseista, joiden vyyhti muistuttaa sekaisin
olevaa spagettiläjää. Klassiseen turbulenssiin verrattuna tämä on suuri yksin-
kertaistus. Pyörteet ovat viivamaisia ja niillä on kaikilla sama sirkulaatio. On
kuin kyseessä olisi tavallisen turbulenssin luuranko.
Makoto Tsubota on kirjoittanut reduktionismin merkityksestä fysiikassa
[19]. Kiinteän olomuodon fysiikan kehitys on pitkälti reduktionismin ansiota.
Toisaalta perinteisessä hydrodynamiikassa on vaikea löytää sopivia perus-
osasia ja hyödyntää reduktionistista ajattelua. Kvanttiturbulenssissa tämä on
mahdollista, turbulenssi voidaan supistaa vorteksien liikkeisiin.
Samankaltaisuuksista huolimatta supranesteet eroavat klassisista nesteistä
huomattavasti. Turbulenssin kannalta eräs merkittävä ero liittyy juurikin
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supranesteiden määrittävään tekijään eli viskositeetin puutteeseen. Koska dis-
sipaatio viskositeetin kautta on olennainen edellytys turbulenssille, ei tämä ole
mikään vähäpätöinen ero. Energian dissipaatio supranesteissä nollalämpötilan
rajalla [20–23] onkin tämän tutkielman keskeinen teema.
Jotta voimme ymmärtää supranesteiden turbulenssia, on hyvä käydä läpi
joitain perusasioita liittyen niin klassiseen turbulenssiin kuin supranestei-
siinkin. Kvanttiturbulenssia äärellisillä lämpötiloilla tullaan lyhyesti käsitte-
lemään, mutta päähuomio tulee olemaan turbulenssissa nollalämpötilassa.
Energian dissipaation uskotaan silloin johtuvan vorteksien korkeataajuuksisen
aaltoilun seurauksena syntyneiden fononien kautta. Toistaiseksi on olemassa
kaksi kilpailevaa skenaariota, jotka pyrkivät selittämään näiden korkeataa-
juuksisten aaltojen syntymisen. Molemmissa on taustalla sama idea rekon-
nektioiden synnyttämistä aalloista ja näiden aaltojen kaskadista suuremmille
aaltoluvuille. Tässä tutkielmassa käydään läpi aaltojen kaskadiin liittyvää
kirjallisuutta sekä esitetään joitain numeerisia laskuja, joiden tuloksista osa




Tarina kertoo [25] Werner Heisenbergistä – joka tunnetaan parhaiten yhtenä
kvanttimekaniikan kehittäjistä, mutta oli myös yhdessä Andrei Kolmogoro-
vin kanssa kehittämässä turbulentin viskositeetin käsitettä. Heisenbergiltä
tiedusteltiin, mitä hän kysyisi Jumalalta, jos saisi mahdollisuuden esittää yh-
den kysymyksen. Ehkä hieman yllättäenkin Heisenbergin kysymys ei liittyisi
vaikkapa kvarkkien rakenteeseen tai suhteellisuusteorian ja kvanttimekanii-
kan yhdistämiseen, vaan hän haluaisi ymmärtää turbulenssia. Vastaavaan
tarinaan usein liitetään Heisenbergin sijasta muitakin nimiä, kuten Horace
Lamb.
Turbulenssia pidetäänkin yhtenä viimeisistä – jollei viimeisenä – klassisen
fysiikan ratkaisemattomista ongelmista [26]. Ongelmana turbulenssi on tosin
huonosti määritelty. Ei ole varsinaista konsensusta siitä, mitä turbulenssilla
tarkoitetaan. Yhden määritelmän [3] mukaan turbulenssi on avaruudellinen
kenttä, jossa on jatkuvalla skaalalla jaksotonta avaruudellista ja ajallista
dynamiikkaa.
Tutuimmat esimerkit turbulenssista ovat varmaankin lentokoneen kohtaa-
ma turbulenssi tai veden turbulentti virtaus. Turbulenssia on kaikkialla ja
kaikilla skaaloilla. Avaruusfysiikassa magnetohydrodynaaminen turbulenssi
on merkittävää [27]. Meteorologiassa turbulenssi hankaloittaa sään ennusta-
mista [28]. Jopa ihmissydän voi käydä läpi sähköistä filamenttiturbulenssia
juuri ennen kammiovärinää [29].
Turbulenssin ymmärtäminen on haaste niin matemaatikoille, fyysikoille
kuin insinööreillekin. Jos se voitaisiin ymmärtää täysin, olisi siitä huomattavaa
hyötyä lukuisissa käytännön sovelluksissa.
Turbulenssia klassisissa nesteissä on tutkittu vuosisatoja. Leonardo da
Vinci tarkkaili veden turbulenttia virtausta (ks. kuva 1). Hän piirsi useita
luonnoksia, joissa hän näytti turbulenssin koostuvan erikokoisista virtaus-
pyörteistä. Pyörteiden ja turbulenssin välinen suhde ei ole täysin selvillä, sillä
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Kuva 1: Leonardo da Vincin tutkimuk-
sia putoavasta vedestä (n. 1508). Huomaa
pyörteet vedessä.
(Teos public domainissa, lähde: commons.
wikimedia.org)
klassiselle nesteelle virtauspyörteet eivät ole hyvin määriteltyjä. On kuitenkin
mahdollista, että pyörteiden tutkiminen voi johtaa turbulentin virtauksen
parempaan mallintamiseen ja ymmärtämiseen [30,31].
2.2 Turbulenssille tyypillisiä piirteitä
Turbulenssi on virtauksen piirre, ei itse fluidin ominaisuus. Siksi sitä voikin
ilmentyä hyvin monissa eri yhteyksissä. Turbulenssiin liittyy toisaalta kaootti-
suutta ja epäsäännöllisyyttä, toisaalta säännöllisiä tilastollisia ominaisuuksia.
Turbulenssi vaatii, että systeemiin syötetään energiaa jollakin suurella
pituusskaalalla ja että tämä energia voi dissipoitua jollain pienellä skaalalla.
Turbulenssille ominaista on myös skaalainvarianssi. Tällä tarkoitetaan
sitä, että kaikilla pituusskaaloilla, jotka ovat suurempia kuin viskoosisen
dissipaation skaala mutta pienempiä kuin skaala jolla energian syöttö tapahtuu,
on turbulenssin ulkomuoto samanlaista.
Pyörteisyydellä on merkitystä turbulenssissa ja aivan erityisesti supranes-
teiden turbulenssissa. Vaikka turbulenssin voi ajatella koostuvan eri kokoisista
ja voimakkuuksisista pyörteistä, ei pyörteisyyden ja turbulenssin yhteys ole
aivan selvä.
Turbulenssin vastakohtana voi pitää laminaarista virtausta, jossa vir-
tauskerrokset eivät sekoitu. Koska turbulenssi lisää virtauksen vastusta ja
heikentää siten siirtymätehoa, pidetään turbulenssia usein huonona asiana.
Turbulenssista on kuitenkin hyötyäkin. Esimerkiksi huoneitamme lämmittä-
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vien patterien lämpö siirtyy ilmassa huomattavasti nopeammin konvektion,
eli käytännössä turbulentin diffuussion kautta, kuin johtumalla. Turbulens-
sin diffuusiivisuutta hyödynnetäänkin teollisuudessa, kun halutaan tehostaa
sekoittumista.
Tulemme seuraavaksi lyhyesti käymään läpi pääpiirteissään joitain klas-
sisen hydrodynamiikan käsitteitä – kuten Reynoldsin luku tai Richardsonin
kaskadi – joiden ymmärtämistä vaaditaan, jotta voimme ymmärtää paremmin
turbulenssia supranesteissä.
2.3 Ideaalifluidi. Eulerin yhtälö
Newtonin mekaniikan kehityttyä ei mennyt kauaa, kun sveitsiläinen matemaa-









missä v ≡ v(r, t) on nopeus (joka riippuu paikasta ja ajasta), p on paine, ρ ti-
heys ja F ≡ F (r, t) mahdollinen nesteeseen vaikuttava ulkoinen voima, kuten
painovoima. Eulerin inspiraationa toimi niinkin käytännönläheinen ongelma
kuin se, että hän oli vuonna 1749 mukana suunnittelemassa suihkulähdettä
Preussin kuningas Fredrik II Suuren palatsin puutarhaan [32]. Yhtälön vasen
puoli on nopeuden aikaderivaatta ja oikealla puolella ovat fluidiin vaikuttavat
voimat, kyseessä on siis fluidin liikeyhtälö.
Tämä epälineaarinen differentiaaliyhtälö on jatkumoyhtälö, millä tarkoite-
taan, että fluidia ajatellaan jatkumona. Mihin tahansa avaruuden pisteeseen
voidaan liittää nopeus ja tiheys.
Jos ulkoiset voimat jätetään huomiotta ja tiheys oletetaan vakioksi on
meillä neljä tuntematonta muuttujaa: kolme nopeuden komponenttia ja paine.
Yksi vektoriyhtälö – tai siis kolme skaalariyhtälöä – ei riitä systeemin ratkai-
suun. Usein Eulerin yhtälöä, joka kuvaa liikemäärän säilymistä, käytetään
yhdessä massan ja energian säilymistä kuvaavien yhtälöiden kanssa. Myös sil-
loin huomataan, että muuttujien määrä on yhtälöiden määrää suurempi. Jos
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kuitenkin oletamme tiheyden vakioksi saamme massan säilymisestä neljännen
yhtälön: ∇ · v = 0.
Eulerin yhtälön epälineaarisuus tekee sen ratkaisemisesta hankalaa. Eule-
rin yhtälö onkin yhä tänä päivänä aktiivisen tutkimuksen kohde [33]. Ratkaisu
yhtälöön löytyy vain erikoistapauksissa. Kun yhtälöä alettiin käyttää ennusta-
maan virtausten nopeuksia edes yksinkertaisissa ratkeavissa erikoistapauksis-
sa, huomattiin että se ennusti paljon havaittuja suurempia nopeuksia. Tämä
johtuu siitä, että Eulerin yhtälössä ei oteta huomioon fluidin viskositeettia,
eli fluidin virtausvastusta. Eulerin yhtälö kuvailee ideaalifluidia – eli Eulerin
nestettä – jonka viskositeetti on nolla.
2.4 Pyörteinen virtaus
2.4.1 Helmholtzin teoreemat
Eulerin yhtälöä osattiin soveltaa moneen eri ongelmaan, mutta pyörteiset
virtaukset tuottivat pitkään päänvaivaa. Suuri edistysaskel tapahtui, kun
Hermann von Helmholtz esitteli pyörreviivan ja pyörrefilamentin (ks. kuva 2)
käsitteet.
Pyörteisyydellä tarkoitetaan nopeuskentän roottoria:
ω = ∇× v. (2.2)
Käyrä, joka piirretään virtauksessa siten, että sen suunta on aina sama kuin
ω:n, on pyörreviiva.
Kuva 2: Pyörrefilamentti on pyörteettömän
nesteen ympäröimä pyörreputki. Pyörreput-
ken muodostavat kaikki ne pyörreviivat, jotka
kulkevat pienen suljetun käyrän C läpi. Pyör-
reputken voimakkuus on pyörteisyyden vuo
Φ =
∫




Näitä käsitteitä hyväksi käyttäen Helmholtz osoitti seuraavat kolme teo-
reemaa:
1. Pyörrefilamentin voimakkuus on vakio sen pituutta pitkin.
2. Pyörrefilamentti ei voi päättyä fluidiin, sen täytyy jatkua äärettömyyk-
siin tai reunalle tai muodostaa suljettu lenkki.
3. Fluidielementit, jotka ovat alunperin vapaita pyörteisyydestä, säilyvät
vapaina pyörteisyydestä.
Ensimmäinen teoreema pätee myös muodossa: pyörrefilamentin voimakkuus on
ajan suhteen vakio. Toinen teoreema kertoo, että fluidielementit pyörreviivalla
pysyvät pyörreviivalla ja että pyörreviivat kulkevat fluidin mukana.
Helmholtz väittää siis, että pyörreviivat ja -putket eivät voi päättyä tai
alkaa fluidissa. Tämä ei kuitenkaan ole täysin totta, eikä Helmholtz myöskään
harkinnut haarautuvia pyörreputkia [35]. Mekään emme tule tässä näitä
erikoistapauksia käsittelemään, koska ne eivät ole relevantteja supranesteiden
pyörteiden kannalta.
2.4.2 Kelvinin sirkulaatioteoreema
Seuraava pyörteisyyden tutkimusta merkittävästi edistänyt henkilö on sir
William Thomson eli lordi Kelvin [36]. Hänen motivaationsa pyörteiden
tutkimukseen on mielenkiintoinen. Kelvinin maanmies Peter Guthrie Tait oli
lukenut ja kääntänyt Helmholtzin julkaisun, josta hän oli innostunut erityisesti,
koska näki siinä mahdollisuuden soveltaa kvaternioita. Kelvin ei jakanut Taitin
innostusta kvaternioihin, mutta vaikuttui suuresti nähtyään Taitin savurengas-
demonstraatioita. Savurenkaat olivat suhteellisen pysyviä rakenteita ja ne
pystyivät värähtelemään monin tavoin. Lisäksi on helppo kuvitella mitä
monimuotoisimpia solmussa olevia ja yhteen linkittyneitä renkaita. Tämä
ajatus – vakaus, värähtely, monimuotoisuus – johti Kelvinin esittämään,
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Kuva 3: Tällaisella laitteella Peter Guthrie Tait synnytti savurenkaita [38]. Laa-
tikon etuseinässä on pyöreä aukko ja takaseinä on esimerkiksi kangas, jota voi
lyödä. Sisällä on savua (tai jotain kaasua) synnyttäviä kemikaaleja. Takaseinään
lyömällä laatikko puhaltaa ulos savurenkaan.
että atomit voisivat olla ns. eetterin pyörrerenkaita [37]. Britanniassa tämä
atomiteoria oli erittäin suosittu useamman vuosikymmenen ajan. Se johti myös
matemaattisen solmuteorian syntyyn. Tait alkoi luetteloida eri solmutyyppejä
toivoen, että solmutaulukot voisivat joskus muodostaa eräänlaisen aineen
jaksollisen järjestelmän.
Kelvinin pyörreatomiteoria ei varsinaisesti koskaan ollut koherentti teoria –
vaikka sitä sellaiseksi nimitetään. Kyseessä oli pikemminkin tutkimusohjelma.
Ymmärtääkseen pyörreatomeita Kelvin tutki paljon erilaisia pyörteisiin liitty-
viä ilmiöitä. Hän muun muassa tutki pyörteiden värähtelyä (kelvinaalloista






v · dl, (2.3)
missä suljettu käyrä C tulee ymmärtää käyränä, joka muuttaa muotoaan
sitä mukaa kuin sen määräävät fluidielementit liikkuvat. Stokesin teoreeman




(∇× v) · dS =
∫
S
ω · dS, (2.4)
missä S on mikä tahansa pinta, jonka reuna on C. Sirkulaatio on siis pyörtei-
syyden vuo pinnan S läpi (eli sama suure jota kuvassa 2 merkittiin Φ:llä).
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on konvektiivinen tai materiaalinen derivaatta, derivaatta joka seuraa
nopeudella v liikkuvaa fluidielementtiä. Ajasta ja paikasta riippuvalle suureelle




+ v · ∇Q. Kelvinin sirkulaatioteoreeman
todistus löytyy mistä tahansa virtausmekaniikan oppikirjasta.
2.4.3 Pyörteisyysyhtälö
Määriteltyämme pyörteisyyden esittäkäämme vielä Eulerin yhtälö (yhtälö
2.1) pyörteisyyden avulla. Olettakaamme, että voima F on konservatiivinen,
jolloin F = −∇φ. Lisäksi käyttäkäämme termiin v · ∇v mielivaltaiselle
vektorikentälle pätevää identiteettiä: A ·∇A = 1
2
∇(A ·A)−A× (∇×A). Jos
nyt otamme roottorin Eulerin yhtälön molemmista puolista ja huomaamme
että gradientin roottori on nolla sekä käytämme pyörteisyyden määritelmää,
voimme kirjoittaa Eulerin yhtälön muodossa:
∂ω
∂t
= ∇× (v × ω) + ∇ρ×∇p
ρ2
. (2.6)
Kokoonpuristumattomille nesteille tämä yksinkertaistuu muotoon:
∂ω
∂t
= ∇× (v × ω). (2.7)
2.5 Viskoosinen fluidi
2.5.1 Navierin ja Stokesin yhtälö
Koska Eulerin yhtälö pätee vain viskoosittomalle ideaalinesteelle, se epäonnis-
tuu suuresti monien todellisten tilanteiden selittämisessä tai ennustamisessa.
Niinpä tultaessa 1800-luvulle oli virtausmekaniikan tutkimus jakautunut kah-
teen eri päähaaraan. Hydrauliikka oli kokeellinen insinööritieteen ala, kun
taas matemaatikot ja teoreetikot työskentelivät teoreettisen hydrodynamiikan
parissa.
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Ensimmäinen edistysaskel, joka otettiin näiden kahden eri alan yhdisty-
mistä kohden, oli viskoosisen fluidin liikeyhtälön kehittäminen. Tämä yhtälö
on nimetty ranskalaisen Claude-Louis Navierin ja irlantilaissyntyisen George
Gabriel Stokesin mukaan, vaikka moni muukin työskenteli saman ongelman




+ v · ∇v = −1
ρ
∇p+ ν∇2v + 1
ρ
F , (2.8)
missä ν on kinemaattinen viskositeetti. Tämä lisätermi on kuitenkin merki-
tyksellinen. On myös hyvä huomata, että toisin kuin Eulerin yhtälön termit,
tämä termi ei ole ensimmäistä kertalukua. Toisin sanoen useampia reunaehto-
ja tarvitaan Navierin ja Stokesin yhtälön ratkaisemiseen. Viskositeettitermin
johdosta myöskään Kelvinin sirkulaatioteoreema ei päde.
Jos vaikuttavat voimat ovat konservatiivisia ja fluidi kokoonpuristumaton,




= ∇× (v × ω) + ν∇2ω. (2.9)
Navierin ja Stokesin yhtälön ratkaiseminen on tiettyjä erikoistapauksia
lukuun ottamatta äärimmäisen hankalaa. Clay-instituutti onkin osoittanut
yhden miljoonan dollarin Millennium-palkinnoistaan sille, joka edistää mer-
kittävästi yhtälön ymmärtämistä.
2.5.2 Reynoldsin luku
Navierin ja Stokesin yhtälön avulla voidaan määritellä eräs turbulenssin
kannalta merkittävä dimensioton luku, nimittäin Reynoldsin luku. Reynoldsin
luku on nimetty fluidimekaniikan kehityksen kannalta tärkeän fyysikon ja
insinöörin Osborne Reynoldsin mukaan. Reynoldsin luvun esitteli kuitenkin
ensi kerran Stokes.
Määritelläksemme Reynoldsin luvun skaalatkaamme Navierin ja Stokesin
yhtälöä. Olkoon L systeemin karakteristinen pituusskaala ja V systeemiin
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liittyvä tyypillinen nopeus. Käyttäkäämme dimensiottomia muuttujia, joita
merkitsemme pilkulla. Saamme nämä skaalaamalla yhtälön (2.8) muuttujat
L:llä ja V :llä.












ja ∇ = 1
L
∇′.




+ v′ · ∇′v′ = −∇′p′ + 1
Re




on Reynoldsin luku. Yhtälössä on muuttujien lisäksi
yksi dimensioton parametri. Niinpä kahden geometrialtaan samankaltaisen
virtauksen dimensiottomat muodot ovat identtiset, jos Reynoldsin luku on
sama.
Kuva 4: Skemaattinen kuva
Reynoldsin luvun vaikutukses-
ta virtauksessa sylinterin ohi.
Kun Re on pieni, on virtaus la-
minaarista. Reynoldsin luvun
kasvaessa syntyy ensin kaksi
pyörretä sylinterin taakse. Kun
Re kasvaa lisää, syntyy pyörtei-
tä sylinterin eri puolille vuoro-
tellen ja ketju pyörteitä ilmes-
tyy. Tätä kutsutaan Kármánin
pyörrekaduksi. Reynoldsin lu-




Rajalla Re→∞ viskositeettitermi katoaa. Suurilla Reynoldsin luvuilla
virtausten olettaisi olevan kuin ideaalinesteen virtaus. Näin ei kuitenkaan ole.
Reynoldsin luku LV
ν
on epälineaarisen termin ja dissipatiivisen termin suhde.
Kun Re on pieni, dissipatiivinen termi hallitsee ja virtaus on laminaarista.
Suurilla Reynoldsin luvuilla virtaus muuttuu turbulentiksi. Epälineaarinen
termi hallitsee ja viskositeetin silottava vaikutus on häviävän pieni. Epä-
lineaarinen termi aiheuttaa energian siirtymisen pienemmille pituusskaaloille.
Turbulenssi seuraa siis virtauksen epälineaarisesta dynamiikasta.
2.6 Turbulenssiin liittyvä energiakaskadi
2.6.1 Richardsonin kaskadi
Merkittävää osaa turbulenssin ymmärtämisessä näytteli englantilainen mate-
maatikko, fyysikko ja psykologi Lewis Fry Richardson. Hän oli myös meteo-
rologi, mikä selittänee hänen kiinnostuksensa turbulenssiin. Meteorologina
hän teki uraauurtavaa työtä – ollen muun muassa ensimmäinen joka yritti
ennustaa säätä käyttäen numeerista mallia [39]. Tuolloin, siis 1920-luvulla,
sääennustusten laatiminen perustui pitkälti vanhojen havaintojen tutkimiseen
ja niistä samankaltaisuuksien etsimiseen ja niitä käyttäen ekstrapolointiin.
Yksi Richardsonin tärkeistä ideoista oli ajatus kaskadista [40]. Richardson
tiivisti ajatuksensa seuraavaan runoon:
Big whorls have little whorls
That feed on their velocity,
And little whorls have lesser whorls
And so on to viscosity.
Eli vapaasti suomennettuna:
Isoissa pyörteissä on pieniä pyörteitä
jotka syövät niiden nopeudesta,
ja pienissä pyörteissä on pienempiä
ja niin aina viskositeettiin asti.
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Tässä Richardson parodioi Gulliverin matkatkin kirjoittanutta Jonathan
Swiftiä, joka oli kirjoittanut luonnontieteilijän havainnoivan kirppujen selässä
pienempiä kirppuja ja niiden selässä vielä näitäkin pienempiä kirppuja ja näin
aina ad infinitum1.
Kuva 5: Havainnekuva Richardsonin kaskadista.
(Alkuperäinen kuva kirjasta [41].)
Eräänlaisena mentaalisena mallina turbulenssista voidaan sen ajatella
koostuvan isoista pyörteistä, jotka synnytetään jollain suurella pituusskaalalla.
Nämä isot pyörteet koostuvat pienemmistä pyörteistä. Pienemmät pyörteet
1
So, naturalists observe, a flea
Has smaller fleas that on him prey;
And these have smaller still to bite ’em,
And so proceed ad infinitum.
Jonathan Swift, On Poetry: A Rhapsody (1733).
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taas hajoavat yhä pienemmiksi, kunnes saavutetaan se pituusskaala, jolla
viskositeetti dissipoi energian. Näin siis energia virtaa suurilta pituuksilta
pienemmille skaalainvariantisti. Tätä kutsutaan Richardsonin kaskadiksi.
Kyseessä on siis tosiaankin vain ajatusmalli, mutta hyödyllinen sellainen.
Turbulenssi on monimutkaisempaa kuin isojen pyörteiden hajoaminen pie-
nemmiksi, vaikka ei tämäkään aivan virheellinen ajatus ole [42]. Todellisen
fysikaalisen mekanismin energiakaskadin taustalla uskotaan liittyvän siihen,
että suuremmat pyörteet saattavat venyttää pienempiä [43].
2.6.2 Kolmogorovin energiaspektri
Richardsonin ajatusta kehitti eteenpäin venäläinen tiedemies Andrei Kolmo-
gorov. Yleisnimi tiedemies sopii Kolmogoroviin hyvin, sillä hän oli todellinen
renessanssimies. Hänen tieteellinen uransa alkoi Venäjän historian tutkimuk-
sen parissa, mutta hän työskenteli myös metallurgian, ballistiikan ja biolo-
gian parissa ja ehtipä olla mukana uudistamassa koulujärjestelmääkin [44].
Parhaiten hänet kuitenkin tunnetaan työstään matemaatikkona.
Kolmogorov loi matemaattisen pohjan Richardsonin kaskadille. Johtaes-
saan turbulenssin tilastollista teoriaa hän teki kaksi keskeistä oletusta. Ensiksi
hän oletti, että turbulenssi on lokaalisti isotrooppista ja homogeenista. Toisek-
si hän oletti, että on olemassa väli, jolla energia siirtyy isoilta pituusskaaloilta
pienille skaaloille riippumatta viskositeetista tai siitä, miten turbulenssi on
synnytetty. Skaalalla, jolla energiaa syötetään, ei virtauksen tarvitse olla ho-
mogeenista ja isotrooppista, sillä tieto anisotropioista katoaa kaskadissa. Pel-
kästään dimensionaalisen päättelyn perusteella voidaan johtaa energiaspektri.




E(k)dk. Järkeillen, että keskimääräinen energiavuo  ja aaltoluku
k ovat ainoat relevantit suureet, päädytään energiaspektrin oikeaan muotoon.
Tarkastelemillamme suureilla on seuraavat dimensiot (tässä ja jatkossa tarkoi-
tamme energialla energiaa yksikkömassaa kohden, kuten hydrodynaamisissa
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joten energiaspektrin tulee olla
E(k) = C2/3k−5/3, (2.12)












Kuva 6: Havainnekuva Kolmogorovin kaskadista. D on pituusskaala, jolla ener-
giaa syötetään systeemiin ja η skaala, jolla dissipaatio viskositeetin kautta ottaa
vallan.
(Kuvaa käytetty Andrew Baggaleyn luvalla.)
Väliä energian syötön ja dissipaation pituusskaalojen välillä kutsutaan
inertiaaliseksi väliksi. Inertialla viitataan ’inertian periaatteeseen’ eli New-
tonin ensimmäiseen lakiin. Tarkastellessamme väliä η  r  D (käyttäen
kuvan 6 merkintöjä) voimme jättää suuren skaalan voimat huomiotta, koska
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tarkastelemme pienempää skaalaa. Samoin voimme jättää huomioimatta vis-
koosiset voimat, koska ne vallitsevat paljon pienemmällä skaalalla. Näin ollen
tärkeitä ovat vain inertiaaliset vaikutukset.
Toisinaan syntyy sekaannusta siitä, mitä eri energiaspektreillä tarkoitetaan,
kuten myöhemmin kappaleessa 6.4 tullaan näkemään. Olkaamme siis hieman
täsmällisempiä. Päällisin puolin näyttää hämäävältä, että kolmiulotteista
turbulenssia kuvaava energiaspektri riippuu yksiulotteisesta aaltoluvusta.





〈v(x) · v(x+ r)〉 e−ik·r dr
(2pi)3
. (2.13)
Kulmasulkeet tarkoittavat ensemblekeskiarvoa, mutta sen voi korvata myös
avaruudellisella keskiarvolla. Integrointi tapahtuu yli koko avaruuden. Ole-
tamme kuitenkin turbulenssin olevan homogeenista ja isotrooppista. Eli tur-
bulenssi ei riipu x:stä eikä aaltovektorin suunnasta, toisin sanoen E(3d)(k) =











Voimme suorittaa kulmaintegroinnin ja määrittää yksiulotteisen spektrin











Ajatusta energian kaskadista suurilta skaaloilta pienemmille kutsutaan
Richardsonin–Kolmogorovin kaskadiksi. Jos ei haluta viitata Richardsonin
ajatukseen pyörteiden hajoamisesta pienemmiksi, voi käyttää pelkkää nimi-
tystä Kolmogorovin kaskadi tai Kolmogorovin–Obukhovin kaskadi, näin kun-
nioittaen myös Alexander Obukhovin panosta turbulenssin energiakaskadin
teoreettisessa tutkimisessa. Itse asiassa yhtälön (2.12) kirjoitti ensimmäisenä
juuri Obukhov, sillä Kolmogorov ei suorittanut laskujaan Fourier-avaruudessa.
Myös lyhennettä K41 käytetään viitattaessa Kolmogorovin teoriaan.
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Toistaiseksi Kolmogorovin spektriä ei osata johtaa Navierin ja Stokesin
laeista. Kuitenkin tämä Kolmogorovin kuuluisa 5/3-laki on varmistettu niin
kokeissa kuin simulaatioissa. Poikkeamiakin siitä on löydetty ja tämä on aihe,
joka on aktiivisen tutkimuksen kohde.
2.7 Aaltoturbulenssi
Aaltoturbulenssin voi määritellä olevan satunnaisten epälineaaristen aaltojen
epätasapainoaseman statistista mekaniikkaa [41]. Aaltoturbulenssin tutkimus
koki voimakkaan sysäyksen eteenpäin 1960-luvulla, kun Vladimir Zakha-
rov osoitti, että heikossa aaltoturbulenssissa aaltoliikeyhtälöille löytyy Kol-
mogorovin spektriä muistuttavia potenssilakeja [45]. Joskus puhutaankin
Kolmogorovin–Zakharovin kaskadista, tarkoittaen kaskadia jossa energia siir-
tyy pieniltä aaltoluvuilta suuremmille.
Kuten turbulenssissa yleensä, myös aaltoturbulenssin edellytyksenä on,
että systeemiin syötetään energiaa suurella skaalalla ja että se dissipoituu jol-
lain pienemmällä skaalalla. Yleensä aaltoturbulenssissa oletetaan, että aallot
ovat heikosti epälineaarisia ja että niissä esiintyy dispersiota. Tällöin puhu-
taan heikosta aaltoturbulenssista ja Kolmogorovin-Zakharovin spektri voidaan
määrittää samantapaisella dimensionaalisella päättelyllä kuin klassisessa tur-
bulenssissa. Erona on, että energiaspektri riippuu energiavuon ja aaltoluvun
lisäksi jostakin ylimääräisestä dimensionaalisesta vakiosta. Tällöin energia-
spektriä ei voi määrittää yksikäsitteisesti. Jos kuitenkin voidaan määrittää
pienin vuorovaikutukseen osallistuvien aaltojen lukumäärä, joka toteuttaa
energian (taajuuden) ja liikemäärän (aaltoluvun) säilymisen, voidaan esittää
uusi ylimääräinen ehto ja ratkaista ongelma yksikäsitteisesti.
Hydrodynaamisesta turbulenssista aaltoturbulenssi poikkeaa siinä, että
kaskadiin liittyvä Kolmogorovin–Zakharovin spektri voidaan ratkaista eksaktis-
ti systeemiä kuvaavista liikeyhtälöistä, eikä siis ainoastaan dimensionaalisesti.




3.1 Suprajuoksevuuden löytäminen ja selittäminen
Termodynamiikan kehitys 1800-luvulla johti ymmärrykseen siitä, että on
olemassa lämpötilan absoluuttinen alaraja. Tästä alimmasta lämpötilasta
alkavaa lämpötila-asteikkoa kutsutaan kelvin-asteikoksi. Lämpötila T = 0 K
vastaa celsiusasteissa T = −273.15◦C. Kun lämpötilaa lasketaan on aineissa
vähemmän termistä epäjärjestystä ja aineiden fysikaaliset ominaisuudetkin
muuttuvat. Eri laboratoriot kisasivat pääsyssä kohti absoluuttista nollapis-
tettä. Vuonna 1898 James Dewar onnistui nesteyttämään vedyn. Helium –
jonka kiehumispiste on vieläkin alhaisempi – oli viimeinen kaasu, jota ei oltu
saatu nesteytettyä. Siihen, että helium pysyy kaasumaisena alhaisemmissa
lämpötiloissa kuin vety, vaikuttaa heliumatomien pienen massan lisäksi se,
että ne vuorovaikuttavat keskenään erittäin heikosti.
Lopulta Heike Kamerlingh Onnes onnistui heliumin nesteyttämisessä 4
K:n lämpötilassa. Tarkemmissa tutkimuksissa Onnes ja hänen työtoverinsa
huomasivat joitakin nestemäisen heliumin erikoisista ominaisuuksista. He
muun muassa huomasivat, että ominaislämmössä Cv tapahtuu merkittävä
muutos lämpötilassa Tλ = 2.17 K. Tätä lämpötilaa merkitään alaindeksillä
λ, koska ominaislämmön kuvaaja muistuttaa lambda-kirjainta lähellä tätä
kriittistä lämpötilaa.
Heliumilla tarkoitan tässä luonnossa yleisempää isotooppia 4He. Erityisesti
vanhemmassa kirjallisuudessa kutsutaan nestemäistä heliumia lämpötiloissa
T > Tλ helium-I:ksi ja vastaavasti, kun T < Tλ, käytetään nimitystä helium-II.
Vuonna 1913 Kamerlingh Onnes palkittiin Nobelin palkinnolla erityisesti
työstään heliumin parissa, ei niinkään siitä, että hän löysi suprajohtavuuden
vuonna 1911. Nobel-palkintopuheessaan Onnes mainitsee, että 4He:n käyt-
täytyminen näissä lämpötiloissa on mielenkiintoinen ongelma, joka saattaa
mahdollisesti liittyä kvanttiteoriaan [46].
Kokeissa selvisi, että heliumin käyttäytyminen kriittisen lämpötilan ala-
puolella on erikoista. Kaikista mielenkiintoisimman havainnon tekivät lähes
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Kuva 7: 4He:n ominaislämpö lämpötilan funktiona Tλ:n ympäristössä.
(Kuva public domainissa, lähde: commons.wikimedia.org)
yhtä aikaa venäläinen tutkija Pjotr Kapitsa sekä Cambridgen yliopiston tut-
kijat John Allen ja Donald Misener vuonna 1938 [47]. He huomasivat, että
helium-II:n viskositeetti oli laskenut lähes nollaan. Nestettä, joka virtaa lähes
ilman mitään vastusta, kutsutaan nyt supranesteeksi. Miksi helium käyttäytyi
näin, oli vielä täysin epäselvää. Analogioita tehtiin Onnesin jo vuonna 1911
havaitsemaan suprajohtavuuteen.
Fritz London oli ensimmäinen, joka esitti, että suprajuoksevuuden taus-
talla voisi olla heliumin Bosen–Einsteinin kondensaatio [48, 49]. Vuonna 1924
intialainen fyysikko S. N. Bose lähetti Albert Einsteinille kirjeen, jossa hän
johti mustan kappaleen säteilyä kuvaavan Planckin lain käsittelemällä fo-
toneita identtisistä hiukkasista koostuvana kaasuna. Einstein yleisti Bosen
idean koskemaan myös hiukkasluvun säilyttäviä identtisistä hiukkasista koos-
tuvia ideaalikaasuja. Einsteinin yleistyksessä ideaalikaasu saattoi nyt koostua
fotonien sijasta identtisistä atomeista tai molekyyleistä. Hän myös ennus-
ti, että tarpeeksi matalilla lämpötiloilla hiukkaset ikään kuin lukkiutuvat
toisiinsa systeemin alimpaan mahdolliseen energiatilaan. Hiukkaset menettäi-
sivät yksilöllisen luonteensa ja muodostaisivat kondensaatin, joka noudattaisi
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Kuva 8: Vasemalla tyypillinen jatkuvan aineen faasikaavio. Oikealla 4He:n faa-
sikaavio. Helium pysyy nestemäisenä aina absoluuttiseen nollapisteeseen asti.
Tämä on kvanttifysiikan ilmiö, jonka selittää atomien nollapisteliike. Atomien de
Broglien aallonpituus ylittää keskimääräisen atomien välisen etäisyyden.
Mielenkiintoista on myös kolmoispisteen puuttuminen.
(Kuvien lähde: http://ltl.tkk.fi/research/theory/helium.html)
kvanttifysiikan lakeja makroskooppisena kokonaisuutena. Tiedämme, että
näin todella voi käydä hiukkasille, jotka ovat bosoneja.
Londonin ehdotus siitä, että Bosen–Einsteinin kondensaatio selittäisi supra-
nesteilmiön, oli melko rohkea. Monet fyysikot olivat pitäneet Bosen–Einsteinin
kondensaatiota pelkkänä mielikuvituksen tuotteena vailla mitään käytännön
merkitystä. Ajateltiin, että oletus keskenään vuorovaikuttamattomista identti-
sistä hiukkasista olisi niin vahva, ettei Bosen–Einsteinin kondensaatteja voisi
oikeasti esiintyä.
Kaikki eivät kuitenkaan hylänneet Londonin ajatuksia. László Tisza omak-
sui ne nopeasti. London oli esittänyt, että supraneste heliumin kummallista
käyttäytymistä voitaisiin ymmärtää ilman yksityiskohtaista kuvaa mikrotason
mekaniikasta pelkästään olettamalla, että joitakin ideaalin Bosen–Einsteinin
kaasun ominaisuuksista on säilynyt [48]. Juuri tätä ideaa Tisza vei pidemmälle
kehittämällä kaksinestemallin, jossa supranestekomponentti vastasi Bosen–
Einsteinin kondensaattia [50,51]. Londonin idea osui oikeaan ja Tiszan malli
kuvailee melko hyvin supranesteilmiöitä.
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Tiszasta riippumatta Lev Landau julkaisi oman kaksinestemallinsa [52].
Lev Landau oli nerokas nuori neuvostoliittolainen fyysikko, jonka kohtaloksi
osui vangituksi tuleminen Stalinin vainoissa. Landau oli harvinaisen rohkea
kritisoidessaan Stalinia [53]. Hänet vangittiin huhtikuussa 1938 ja vapautet-
tiin vuotta myöhemmin Kapitsan vetoomuksen ansiosta. Jo heti Landaun
vangitsemispäivänä Pjotr Kapitsa oli vedonnut Staliniin Landaun vapautta-
miseksi saamatta kuitenkaan koskaan vastausta. Lähes vuotta myöhemmin
Kapitsa kirjoitti Molotoville, että hän on työssään tutkiessaan nestemäistä
heliumia absoluuttisen nollapisteen lähellä havainnut useita uusia ilmiöitä,
joiden ymmärtäminen on tärkeää modernin fysiikan kehitykselle. Kapitsa
tarvitsisi avukseen kuitenkin teoreetikkoa, joka hallitsisi tämän alan riittävän
hyvin. Neuvostoliitossa on yksi tällainen mies ja se on Lev Landau [54]. Tällä
kertaa Kapitsan vetoomus tehosi.
Landau ei hyväksynyt Londonin oletusta Bosen–Einsteinin kondensaa-
tiosta. Hänen mallinsa perustui oikeastaan klassisen hydrodynamiikan kvan-
tittamiseen. Tärkeä teoreettinen edistysaskel, jonka Landau otti, oli hänen
tapansa käyttää kvasihiukkasia. Tuohon aikaan fononit, äänen tai kristallin
elastisen värähtelyn kvantit olivat tunnettuja, mutta muuten idea alkeisek-
sitaatioista – tai siis kvasihiukkasista – oli vielä uusi ja outo. Landau esitti,
että lähellä absoluuttista nollapistettä, eli lähellä alinta energiatilaa, heliumia
voisi kuvata alkeiseksitaatioiden avulla. Nämä kvasihiukkaset käyttäytyisi-
vät kuin mitkä tahansa hiukkaset, mutta niitä ei voisi yhdistää mihinkään
tiettyyn atomiin tai atomijoukkoon. Sen sijaan ne olisivat koko systeemin
kollektiivista liikettä. Kollektiivisten eksitaatioiden käsitettä on sittemmin
sovellettu moniin erilaisiin systeemeihin.
Kokeellisten tulosten avulla Landau osasi ennustaa alkeiseksitaatioiden
dispersiokäyrän (ks. kuva 9). Pienillä energioilla spektri olisi lineaarinen to-
teuttaen fononien dispersiorelaation ε(p) = up (u on äänen nopeus). Käyrällä
olisi kuitenkin paikallinen minimi, jonka ympärillä pätisi ε(p) = ∆ + (p−p0)
2
2µ
(∆ on rotonin energiarako, µ efektiivinen massa ja p0 on vakio). Eksitaatioi-
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Kuva 9: Havainnekuva supranesteen eksitaatiospektristä.
(Alkuperäinen kuva artikkelista [55].)
ta, joiden liikemäärä on lähellä tätä minimiä, kutsutaan rotoneiksi. Tämä
spektrin muoto on myöhemmin osoitettu oikeaksi.
Lisää teoreettista ymmärrystä tarjosi venäläinen teoreettinen fyysikko ja
matemaatikko Nikolai Bogoliubov. Hän kehitti heikosti vuorovaikuttavan Bo-
sen kaasun teoriaa [56]. Heikot vuorovaikutukset eivät estä Bosen–Einsteinin
kondensaatin syntymistä. Vuorovaikuttamattomilla bosoneilla kaikki hiukka-
set olisivat perustilassa, mutta 4He-nesteen atomien väliset heikot hylkivät
vuorovaikutukset ovat sen verran voimakkaita, että kondensaatin osuus on
vain noin 10% jopa nollalämpötilassa.
Bogoliubov myös osoitti, että kriittinen nopeus – virtausnopeus jolla supra-
neste ei enää pysy supranesteenä – on äärellinen heikosti vuorovaikuttavalle
Bosen kaasulle. Landau oli olettanut, että ääniaallot olisivat heliumin tärkeim-
piä eksitaatioita, ja osoittanut, että heliumin virratessa seinää myöten äänen
nopeutta pienemmällä nopeudella seinä ei pystyisi spontaanisti synnyttämään
eksitaatioita. Tässä mallissa, joka havainnollistaa Landaun kriittisen nopeu-
den käsitettä hyvin, äänen nopeus olisi kriittinen nopeus. Heliumille tämä
nopeus on itse asiassa äänen nopeutta pienempi. Ideaalille Bosen kaasulle
kriittinen nopeus on ääretön.
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3.2 Kaksinestemalli
Useimmat supranesteisiin liittyvät ilmiöt voidaan selittää kaksinestemallin
avulla. Tässä mallissa supranesteen ajatellaan jakautuvan kahteen eri kom-
ponenttiin: supranestekomponenttiin ja normaalinestekomponenttiin. Ensim-
mäinen liittyy kvanttimekaaniseen perustilaan, ja sen viskositeetti on nolla ja
myös entropiatiheys on nolla. Toinen liittyy termisiin eksitaatioihin ja siihen
liittyy koko nesteen viskositeetti ja entropia. Tämä normaalinestekomponentti
käyttäytyy kuin mikä tahansa tavallinen viskoosinen neste.
Molemmilla komponenteilla on omat nopeus- ja tiheyskenttänsä. Koko
nesteen tiheys on:
ρ = ρs + ρn, (3.1)
missä ρs on supranesteen tiheys ja ρn normaalinesteen tiheys. Vastaavasti
virrantiheys jaetaan kahteen komponenttiin:
j = js + jn = ρsvs + ρnvn. (3.2)
missä js = ρsvs on supranesteen virrantiheys ja jn normaalinesteen virran-
tiheys.
komponentti nopeus tiheys viskositeetti entropia
normaalineste vn ρn η s
supraneste vs ρs 0 0
Taulukko 1: Yhteenveto kaksinestemallista.
Lämpötilan laskiessa kohti absoluuttista nollapistettä menee normaalines-
tekomponentin osuus nollaan. Vastaavasti lämpötilan noustessa kohti kriittistä
lämpötilaa Tλ menee supranestekomponentin osuus nollaan. Lämpötiloilla
T > Tλ helium koostuu pelkästä normaalinestekomponentista. Kuten kuva
10 näyttää, on normaalinestekomponentin osuus hyvin pieni, kun T < 1K.
Tällöin voidaan normaalinestekomponentti yleensä jättää huomioimatta.
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Kuva 10: Supranesteen komponenttien suhteelliset osuudet lämpötilan funktioi-
na. Sininen on supranesteen ja punainen normaalinesteen osuus.
Kaksinestemallissa supranestekomponentin voidaan ajatella olevan erään-
lainen taustaneste, joka on ikään kuin absoluuttisessa nollapisteessä. Nor-
maalinestekomponentti taas koostuu alkeiseksitaatioista, joiden määrä kasvaa
lämpötilan kohotessa absoluuttisesta nollasta.
Kaksinestemalli on pelkkä malli. Supraneste ei tieteenkään koostu kahdes-
ta eri nesteestä, eikä sen heliumatomeista voida osoittaa niitä, jotka kuuluvat
juuri jompaan kumpaan komponenttiin. Kaksinestemallilla ei ole mitään klas-
sista vastinetta. Sitä ei tule sekoittaa kahden nesteen sekoitukseen. Säiliössä,
jossa on vaikkapa vettä ja öljyä, ei vedelle voida antaa nopeuskenttää jokai-
sessa säiliön pisteessä. Kaksinestemallissa taas kummallakin komponentilla
on omat nopeus- ja tiheyskenttänsä jokaisessa pisteessä. Eli avaruudelliseen
pisteeseen liitetään sekä supranesteen että normaalinesteen kentät.
Kaksinestemalli on hydrodynamiikan tai jatkumomekaniikan malli. Jo
tämä antaa rajoituksia sen käyttöön. Se ei selitä mitään yksittäisten helium-
atomien välisiä vuorovaikutuksia.
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3.3 Landaun yhtälöt. Toinen ääni
Kaksinestemallin matemaattinen muotoilu koostuu massan ja entropian säily-
misyhtälöistä ja liikemäärän säilymisyhtälöstä niin supraneste- kuin normaa-
likomponentillekin [57]. Nämä yhtälöt ovat:
∂ρ
∂t
+∇ · (ρnvn + ρsvs) = 0, (3.3a)
∂(ρs)
∂t
+∇ · (ρsvn) = 0, (3.3b)
∂vn
∂t









+ (vs · ∇)vs = −1
ρ
∇p+ s∇T . (3.3d)




+∇ · j = 0, mikä on tavallinen jatkuvuusyhtälö. Yhtälö
(3.3b) kertoo, että kaikki entropia liittyy normaalinesteeseen. Isotermisissä
oloissa normaalineste noudattaa Navierin ja Stokesin yhtälöä ja supraneste
klassista Eulerin yhtälöä. Yhtälöt (3.3c) ja (3.3d) ovat voimassa vain pienillä
nopeuksilla. Lisäksi jos supranesteessä on kvantittuneita virtauspyörteitä, niin
yhtälöt vaativat muutoksia.
Näiden yhtälöiden lisäksi Landau esitti vielä yhden vaatimuksen: ∇×vs =
0. Landaulle tämä oli ylimääräinen postulaatti. Jos hyväksyy Londonin esityk-
sen makroskooppisesta aaltofunktiosta, on tämä vaatimus hyvin perusteltu,
kuten tulemme hieman myöhemmin näkemään.
Se, että fluidi koostuu kahdesta komponentista, johtaa joihinkin yllättä-
viin tuloksiin. Jättämällä viskositeetti huomioimatta, voidaan edellä olevista























Jälkimmäisessä C on lämpökapasiteetti. Voidaan osoittaa, että ensimmäisessä
aaltoliikkeessä vn = vs. Tämä paineaalto on analoginen äänelle klassisessa
nesteessä, ja niinpä sitä kutsutaan ensimmäiseksi ääneksi. Toiselle aaltoyhtä-
lölle, jota kutsutaan toiseksi ääneksi, pätee ρsvs + ρnvn = 0. Tämä kuvailee
entropia-aaltoa (tai lämpötila-aaltoa), jossa komponentit liikkuvat vastakkai-
sissa vaiheissa. Toisen äänen nopeus katoaa lämpötilassa Tλ, koska tällöin
supranestekomponentin tiheys menee nollaan.
Kuva 11: Ylempi kuva kuvaa ensim-
mäistä ääntä ja alempi toista ääntä.
Aallot etenevät horisontaalisesti. En-
simmäisen äänen tiheysfluktuaatiot
aiheuttaa muutokset paineessa. Toi-
sen äänen entropiafluktuaatiot aiheu-
tuvat lämpötilavaihtelusta. Symbolien
n ja s suhteet pystysuoralla viivalla
kuvaavat skemaattisesti normaali- ja
supranestekomponenttien suhdetta,
symbolien kokonaismäärä pystysuoral-
la viivalla kuvaa nesteen kokonaisti-
heyttä. Toisessa äänessä komponentit
ovat vastakkaisessa vaiheessa ja koko-
naistiheys pysyy vakiona.
(Kuva artikkelista [55].)
3.4 Makroskooppinen aaltofunktio. Sirkulaation kvan-
tittuminen
Tarkastelkaamme hieman tarkemmin Fritz Londonin esittämää supranesteen
makroskooppista aaltofunktiota. Esitetään tämä aaltofunktio sen amplitudin









(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) = ~ψ20∇φ. (3.8)
Virrantiheys on tiheyden ja nopeuden tulo, joten supranesteen nopeus on





Tämä yhtäsuuruus on myös varmistettu kokeellisesti [58]. Yllä olevasta yhtä-
löstä näemme heti, että supraneste on pyörteetön, koska selvästikin pätee:
∇× vs = 0. (3.10)
Muistetaan, että virtauksen sirkulaatio määritellään seuraavasti: Γ =∮
C
v · d`, missä C on jokin suljettu polku. Käyttämällä Stokesin lausetta
huomaamme, että supranesteelle sirkulaatio on nolla: Γ =
∮
C
vs · d` =∫
S
∇× vs · dS = 0. Tämä kuitenkin pätee vain yhdesti yhtenäisessä alueessa.








∇φ · d` = ~
m
∆φ, (3.11)
missä ∆φ on muutos vaiheessa, kun kierrämme reitin C. Aaltofunktion tulee
kuitenkin olla määritelty yksikäsitteisesti. Eli tulee olla ψ0 = ψ0ei∆φ, joten





n = nκ, (n = 1, 2, . . .). (3.12)
Yllä κ = h
m
sirkulaation kvantti. Klassisen ideaalinesteen viivapyörteissä
sirkulaatio voi olla mielivaltainen, supranesteissä sirkulaatio voi saada vain
arvoja nκ.
Sirkulaation kvantittumisen voi perustella myös käyttämällä Bohrin teo-
riaa liikemäärämomentin kvantittumisesta. Bohr esitti, että elektronin liike-
määrämomentti L vetyatomissa on kvantittunut yksiköissä ~. Olettakaamme,
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että kvantittuneessa virtauspyörteessä kaikki heliumatomit kiertävät ydintä
siten, että niillä on yksi liikemäärämomentin kvantti. Tällöin





missä m on heliumatomin massa. Sirkulaation määritelmästä seuraa, että
nopeus viivapyörteen ympäri on v = Γ
2pir
. Oletimme liikemäärämomentin
kvantittuneeksi ja huomaamme, että sirkulaatio Γ saakin arvokseen saman
sirkulaation kvantin κ = h
m
, johon päädyimme makroskooppisen aaltofunktion
avulla.
Makroskooppinen aaltofunktio toimii siis systeemin järjestysparametrina.
Supranesteessä voi esiintyä viivamaisia topologisia defektejä, joita kutsutaan
kvantittuneiksi virtauspyörteiksi tai vortekseiksi. Vorteksilla järjestyspara-
metrin vaihe ei ole yksikäsitteisesti määrätty. Nämä viivapyörteet kantavat
yhtä sirkulaation kvanttia. Vorteksin energia on verrannollinen n:n neliöön [1],
joten monikvanttiset (n 6= 1) vorteksit ovat energialtaan epäsuotuisia ja
hajoavat yksikvanttisiksi (n = 1) vortekseiksi.
3.5 Analogia sähkömagnetismiin
Yleisesti pätee, että jos virtaus on pyörteetön eli ∇× v = 0, niin virtauksen
nopeus voidaan antaa jonkin skalaarifunktion gradienttina:
v = −∇φ. (3.14)
Tällaista virtausta kutsutaan potentiaalivirtaukseksi. Jos lisäksi oletetaan
fluidin olevan kokoonpuristumaton, niin
∇ · v = 0⇒ ∇2φ = 0, (3.15)
eli potentiaali toteuttaa Laplacen yhtälön. Laplacen yhtälö pyörteettömissä
ideaalinesteissä toteutuu kaikkialla lukuun ottamatta mahdollisia singulaarisia
pisteitä tai viivoja. Potentiaalisiin virtauksiin liittyvät ongelmat ovat siten
hyvin samankaltaisia elektrodynamiikan ongelmien kanssa. Jos virtauksessa
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on pistemäisiä lähteitä tai nieluja, ovat nämä analogisia sähkövarauksellisiin
hiukkasiin nähden.
Vorteksit ovat analogisia viivamaisiin virtajohtimiin [59]. Verratkaamme
johtimessa kulkevan virran ja johtimen ympärille muodostuvan magneettiken-
tän yhteyttä kuvaavaa Ampèren lakia sirkulaation määritelmään:∮
B · d` = µ0I,
∮
v · d` = κ. (3.16)
Ampèren laissa B on magneettivuon tiheys, I johtimessa kulkeva virta ja µ0
tyhjiön permeabiliteetti. Vastaavasti suoran vorteksin aiheuttaman nopeus-








Kuva 12: Suoran virtajohtimen aiheuttama magneettikenttä on analoginen suo-
ran vorteksin aiheuttamaan nopeuskenttään. Vorteksin ympärillä olevan virtauk-
sen nopeus on kääntäen verrannollinen etäisyyteen, aivan kuten magneettikenttä
virtajohtimen ympärillä.
(Oikeanpuoleinen kuva julkaisusta [59], vasemmanpuolisen lähde on [57].)
3.6 Vorteksit
Sirkulaation kvantittumisen esitti ensimmäisenä Norjassa syntynyt kemisti ja
teoreettinen fyysikko Lars Onsager [60]. Onsager ei tosin koskaan esittänyt
oivallustaan yksityiskohtaisesti missään julkaisussa, eikä hänen mallinsa ollut
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aivan sama kuin mitä nykyään käytetään. Onsagerin lisäksi myös Richard
Feynman pohti samoja asioita. Hän olikin ensimmäinen, joka esitti, että
topologiset defektit supraneste heliumissa ottaisivat viivamaisen muodon [61].
Kvantittuneiden virtauspyörteiden olemassaolo vahvistettiin kokeellisesti ensi
kertaa Hallin ja Vinenin toimesta [62–64].
Mitä meidän tulisi ajatella näistä singulaarisista viivoista? Koska nopeus-
kenttä vorteksin ympärillä on kääntäen verrannollinen etäisyyten, vs ∝ 1r ,
tarkoittaisi se, että vs →∞, kun r → 0. Supranesteitä voidaan kuvailla epä-
lineaarisen Schrödingerin yhtälön avulla (kuten kappaleessa 3.10.4 tullaan
näkemään), ja tämän mallin avulla voidaan osoittaa, että mitään ongelmaa ei
synny. Kun r → 0, myös supranesteen tiheys menee nollaan. Näin vorteksit
todellakin tekevät supranesteestä topologialtaan useammasti yhtenäisen.
Useimmissa yhteyksissä voi supraneste heliumia pitää kokoonpuristumatto-
mana nesteenä. Tällöin vorteksien ajatellaan olevan onttoytimisiä virtauspyör-
teitä. Vorteksiytimen koko on atomien kokoluokkaa, ytimen koko a0 ≈ 10−8cm.
Yleensä ollaan kiinnostuneita virtauksesta suuremmilla skaaloilla, joten vor-
tekseja voidaan todellakin pitää viivamaisina objekteina.




Klassinen ideaalineste eli Eulerin neste on pelkkä idealisaatio. Siinä esiintyvät
vorteksit ovat todellakin viivamaisia singulariteetteja. Supraneste helium eroaa
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siis Eulerin nesteestä ainakin siten, että helium ei ole todella kokoonpuristu-
maton. Supranesteen ja Eulerin nesteen välillä on toinenkin merkittävä ero.
Helmholtzin–Kelvinin teoreeman mukaan pyörteitä ei voi syntyä tai tuhoutua
ideaalinesteessä. Toisin sanoen Eulerin nesteen topologia on invariantti ja
määräytyy alkutilasta. Supranesteissä vorteksit voivat rekonnektoitua, vaikka
viskositeettia ei olekaan.
On syytä huomauttaa, että vaikka sirkulaatio ei säily supranesteissä,
niin Helmholtzin teoreemat pätevät muuten. Aivan kuten klassiset pyörteet,
niin myös vorteksit alkavat ja loppuvat nesteen rajapintaan tai muodostavat
suljettuja lenkkejä. Vorteksit myös liikkuvat fluidin mukana.
Kuva 14: Vorteksien rekonnektio.
(Kuva julkaisusta [65].)
Koplik ja Levine [66] osoittivat ensimmäisinä rekonnektioden todellisuu-
den käyttäen epälineaarista Schrödingerin yhtälöä. Bewley et al. onnistuivat
kuvantamaan rekonnektion vuonna 2008 [67].
Ideaalinesteessä pyörreviivojen rekonnektiot eivät siis ole mahdollisia, mut-
ta mainittakoon vielä, että klassisessa viskoosisessa nesteessä pyörreputkien
rekonnektiot ovat mahdollisia ja myös merkittäviä fluidin pyörteisen liikkeen
ymmärtämisen kannalta [68]. Klassisessa nesteessä rekonnektiot mahdollis-
taa kuitenkin juuri viskositeetti, joka supranesteistä puuttuu. Viskoosisissa
nesteissä rekonnektiot eivät ole kuitenkaan tietyllä tavalla täydellisiä, vaan
rekonnektoituneita pyörreputkia jää yhdistämään pyörteisyyden silta, kuten
kuva 15 näyttää.
Supranesteissä vastaava tilanne esiintyy tutkittaessa vorteksikimppujen
rekonnektioita [70]. Silloin useasta vorteksista koostuvien kimppujen rekon-
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(a) t∗ = 0 (b) t∗ = 1.61
(c) t∗ = 1.84 (d) t∗ = 2.07
(e) t∗ = 2.30 (f) t∗ = 2.77




nektoiduttua jää yleensä muutaman vorteksi yhdistämään kaksi kimppua
vielä joksikin aikaa rekonnektion jälkeen. Tämä on oiva esimerkki siitä, kuinka
kvantti-ilmiö muistuttaa klassista ilmiötä, kun kvantteja – tässä tapauksessa
vortekseja – on paljon.
3.8 Ensimmäinen vorteksi. Vorteksihila
Kun säiliötä, jossa on klassista viskoosista nestettä, pyöritetään vertikaalisen
akselinsa ympäri tasaisella kulmanopeudella Ω, niin tasapainotilan saavutet-
tua saa nesteen pinta profiilin z = (Ωr)2/(2g), missä r on radiaalinen etäisyys
akselista ja g putoamiskiihtyvyys. Lisäksi nesteen nopeus on kiinteän kappa-
leen pyörimisliikkeessä eli sen nopeuskenttä on v = Ωrφˆ. Tällöin pyörteisyys
32
on ω = ∇× v = 2Ωzˆ. Edellä φˆ ja zˆ ovat kantavektorit atsimutaaliseen ja
aksiaaliseen suuntaan.
Koska supranesteille ∇× vs = 0, voisi olettaa, että pyörityksessä olevalle
supranesteelle yllä annettua korkeusprofiilia tulisi muokata tekijällä ρn/ρ.
Kokeissa on kuitenkin havaittu klassinen profiili. Supraneste onnistuu siis
jotenkin matkimaan kiinteän kappaleen liikettä. Tämän mahdollistaa supra-
nesteeseen syntyvä heksagonaalinen hila suoria pyöritysakselin suuntaisia
vortekseja.
Kun pyöritysnopeus ylittää tietyn kriittisen rajan Ωc yksittäinen suora
vorteksi tulee stabiiliksi. Tämä kriittinen kulmanopeus voidaan määrittää
minimoimalla vapaaenergia, F = E − TS. Nyt kuitenkin tulee vapaaenergia
ilmoittaa pyörivässä koordinaatistossa:
F ′ = F −L ·Ω = E − TS −L ·Ω. (3.18)
Tarkastelemalla tilannetta pyörivässä R-säteisessä sylinterissä lämpötilassa
T = 0 saadaan ehdoksi ensimmäisen vorteksin ilmestymiselle:
∆F ′ = F ′vorteksi − F ′vorteksiton = E − LΩ < 0, (3.19)





























Jos sylinteriä pyöritetään tätä alemmilla kulmanopeuksilla, pysyy supra-
neste levossa. Kriittisellä nopeudella pyörittäessä syntyy sylinterin keskelle
yksi suora vorteksi. Suuremmilla nopeuksilla vortekseja syntyy enemmän ja
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ne muodostavat heksagonaalisen hilan. Tasaisessa pyörityksessä vorteksien





Vaikka mikroskooppisesti supranesteen virtaus on potentiaalivirtausta,
muistuttaa virtaus makroskooppisesti kuitenkin kiinteän kappaleen pyörimistä
(2Ω = nκ).
Tarkennettakoon vielä, että vaikka kriittinen nopeus ylittyisi, ei vortekseja
silti välttämättä ilmesty. Vorteksien nukleaatio on monimutkainen ongelma,
jota ei tässä käydä tarkemmin läpi. Vortekseja voi nukleoitua intrinsisesti tai
jo olemassa olevista siemenvortekseista. Käytännön kokeissa on missä tahansa
4He II-näytteessä aina siemenvortekseja.
Supranesteelle on olemassa myös pyöritysnopeuden kriittinen yläraja. Kun
tämä raja ylittyy, on vorteksien määrä niin suuri, että niiden ytimet alkaisivat
mennä päällekkäin. Tällöin supraneste ei pysy enää supranesteenä. Helium
II:lle tämä nopeus on niin suuri, ettei sitä voida kokeissa saavuttaa. Atomikaa-
sujen Bosen–Einsteinin kondensaateille pyörityksen ylärajan saavuttaminen
laboratoriossa on mahdollista [71].
3.9 Keskinäiskitka
Olemme toistaiseksi käsitelleet supranestekomponenttia ja normaalineste-
komponenttia erillisinä ja täysin toisistaan riippumattomina. On kuitenkin
olemassa mekanismi, jolla nämä kaksi komponenttia vuorovaikuttavat. Nor-
maalikomponentti koostuu termisistä eksitaatioista, ja nämä eksitaatiot si-
roavat vorteksien ytimistä ja vuorovaikuttavat tällä tavoin vorteksien kanssa.
Näin supranesteen ja normaalinesteen suhteellinen nopeus toisiinsa nähden
aiheuttaa efektiivisen liikevastusvoiman vortekseille. Tätä voimaa kutsutaan
keskinäiskitkaksi [72–75] ja se tulee ottaa huomioon liikeyhtälöissä.
Olennaista on siis komponenttien välinen nopeusero. Jos vL − vn = 0 (vL
on vorteksin nopeus), niin vorteksi on levossa kvasihiukkaskaasuun nähden.
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Kun komponenttien välinen suhteellinen nopeus on nollasta poikkeava, voi-
daan keskinäiskitkalle käyttää yksinkertaista mallia, jonka mukaan vorteksiin
kohdistuva voima on:
FD = −αρsκsˆ′ × [sˆ′ × (vn − vs)]− α′ρsκsˆ′ × (vn − vs), (3.24)
missä sˆ′ on vorteksin yksikkötangenttivektori. Lisäksi yhtälössä esiintyvät
dimensiottomat parametrit α ja α′, jotka riippuvat lämpötilasta ja heikosti
paineesta [76, 77]. Ristitulojen merkitys yhtälössä (3.24) on se, että vain
vorteksia vastaan kohtisuora suhteellisen nopeuden komponentti on relevantti.
3.10 Vorteksien liikkeiden mallintaminen
3.10.1 Vorteksin liikeyhtälö
Mallintaaksemme vorteksien liikettä tulee meidän tuntea vorteksiin vaikut-
tavat voimat. Keskinäiskitkan lisäksi täytyy huomioida Magnus-voima. Vor-
tekseja voi ajatella ideaalinesteeseen upotettuina sylintereinä. Virtaus on
voimakkaampaa vorteksin toisella puolella, joten paine on pienempi, ja pai-
ne ero aiheuttaa Magnus-voiman (ks. kuva 16). Magnus-voiman suuruus
vorteksin yksikköpituutta kohden on:
FM = ρsκsˆ








Vorteksiytimen massa on merkityksetön, joten jos Magnus-voima on ainoa
vorteksiin vaikuttava voima, saadaan vorteksin liikeyhtälöksi FM = 0. Tästä
seuraa, että vL = vs, eli vorteksi liikkuu supranesteen mukana Helmholtzin
teoreemojen mukaisesti. Näin onkin nollalämpötilan rajalla.
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Äärellisissä lämpötiloissa tulee ottaa huomioon myös keskinäiskitka. Pitä-
mällä jälleen vorteksia massattomana saamme liikeyhtälöksi:
FM + FD = 0. (3.26)
Muutaman yksinkertaisen välivaiheen jälkeen saamme vorteksin liikeyhtälön
muotoon:
vL = α
′vn + (1− α′)vs + α[sˆ′ × (vn − vs)]. (3.27)
Jotta vorteksien liikettä voidaa mallintaa tulee siis yhtälön (3.27) mukaan
tuntea niin normaalinestekomponentin nopeus, vn, kuin supranestekompo-
nentinkin nopeus, vs. Normaalinesteen liike noudattaa Navierin ja Stokesin
yhtälöä ja on siten hankalasti ratkaistavissa. Useimmiten numeerisissa simulaa-
tioissa normaalinesteen liike kiinnitetään, eikä vorteksien siihen aiheuttamaa
pienen skaalan vaihtelua huomioida. Joissakin simulaatioissa supranesteen
vastareaktio normaalinesteeseen huomioidaan [78], ja tämä onkin yksi asia,
johon tulevaisuuden numeerisissa laskuissa tullaan varmasti kiinnittämään
suurempi huomio.






Tässä vitses on vorteksien indusoima nopeus ja vulks on mahdollinen koko
systeemin virtaus, kuten virtaus putkessa tai muu vastaava.
3.10.2 Biot’n ja Savartin laki
Määritettäessä vorteksien indusoimaa virtausta voidaan hyödyntää kappalees-
sa 3.5 esitettyä analogiaa viivamaisiin virtajohtimiin. Aivan kuten virtajoh-
dinten indusoima magneettikenttä voidaan ratkaista Biot’n ja Savartin lakia







(s1 − r)× ds1
|s1 − r|3 . (3.29)
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Tässä yhtälössä r voi olla mikä tahansa piste supranesteessä ja integrointi
tapahtuu yli kaikkien vorteksien. Tämä yhtälö kuvaa automaattisesti potenti-
aalivirtausta.
Jos mitään ulkoista virtausta ei ole, tai jos se tunnetaan, riittää koko
supranesteen kuvailuun se, että tuntee siinä olevat vorteksit. Virtaus missä
tahansa pisteessä voidaan määrittää Biot’n ja Savartin lain avulla. Tämä
on todella suuri hyöty; hydrodynaamiset simulaatiot hilalla vaativat yleensä
paljon laskentatehoa. Nyt mitään hilaa ei tarvita, diskretoidut vorteksit
riittävät. Niinpä supranesteitä mallinnetaan usein filamenttimallin avulla.
Filamenttimallissa vorteksit diskretoidaan pisteisiin si (i = 1, . . . , N). Pisteet
ovat järjestetyt siten, että niiden järjestyksestä käy ilmi vorteksin suunta,
joka siis määrää kiertääkö supraneste vorteksia myötä- vai vastapäivään.
Tarkastelemalla yhtälöä (3.29) huomaa, että se on singulaarinen missä
tahansa vorteksiviivan pisteessä s vorteksiviivalla. Fysikaalisestihan mitään
singulaarisuutta ei ole, koska vorteksiytimillä on äärellinen koko. Seuraten
Klaus Schwarzin uraauurtavia simulaatioita [79, 80] on tämä matemaattinen
singulaarisuus tapana käsitellä jakamalla nopeus lokaaliin ja epälokaaliin
osaan:












(s1 − s)× ds1
|s1 − s|3 . (3.30)
Integraaliin lisätyllä pilkulla tahdotaan ilmaista, että integrointi on rajoitettu
koskemaan muut vorteksipisteet lukuun ottamatta pisteen s ympäristöä. Tä-
mä integraalin katkaisu tuo mukanaan logaritmisen korjaustermin, jossa l+ ja
l− ovat pistettä s edeltävän ja seuraavan segmentin pituudet. Nimittäjän a0
on ytimen säde ja tekijä e1/2 on tyypillinen onttoytimiselle pyörteelle. Deri-
vaattapilkulla merkitään derivointia käyrän pituuden ξ suhteen, jos vorteksi
ilmoitetaan parametrisenä käyränä s(ξ) (ks. kuva 17).
Vorteksien liikettä mallinnettaessa tulee lisäksi ottaa huomioon rekonnek-
tiot. Schwarz sisällytti rekonnektioalgoritmin jo 1980-luvulla kehittämäänsä
koodiin, vaikka kyseessä olikin silloin vielä pelkkä ad hoc -hypoteesi [82].
Yleensä on tapana suorittaa rekonnektio, kun kaksi vorteksia tai saman vor-
teksin kaksi eri kohtaa tulevat tiettyä etäisyyttä lähemmäksi toisiaan. Tehokas
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Kuva 17: Kuva vorteksifilamentista. Vorteksin ensimmäinen ja toinen derivaatta
antavat vorteksin tangentti- ja normaalivektorit kyseisessä pisteessä. Kuvaan on
merkitty myös binormaalivektori s′ × s′′.
(Kuva Aartsin väitöskirjasta [81].)
algoritmi osaa myös lisätä tai vähentää vorteksin diskretointipisteitä tarpeen
mukaan, jotta haluttu tarkkuus säilyy.
Oman haasteensa mallintamiseen tuovat reunat. On selvää, että supranes-
teen nopeus reunaa vastaan kohtisuoraan tulee olla nolla. Jos supraneste on
esimerkiksi suorakulmion muotoisessa säiliössä, tai muuten geometrialtaan
yksinkertaisessa astiassa, voidaan reunaefektit mallintaa käyttämällä kuvavor-
tekseja (ks. kuva 18). Idea on sama kuin elektrodynamiikassa käytettävien
kuvavarausten kanssa.
3.10.3 Lokaalin induktion approksimaatio
Biot’n ja Savartin laki on usein analyyttisiin tarkoituksiin liian hankala ja nu-
meerisiin laskuihinkin vaativa. Hyödyllinen ja paljon käytetty metodi vorteksin
liikkeen laskemiseen on lokaalin induktion approksimaatio (LIA), jota joskus
myös kutsutaan Da Riosin yhtälöksi [83] tai Armsin ja Haman yhtälöksi [84]
joidenkin saman yhtälön itsenäisesti löytäneiden henkilöiden mukaan [85].
LIA:n periaate on hyvin yksinkertainen: sen sijaan, että käytettäisiin koko
Biot’n ja Savartin yhtälöä (3.30), otetaan mukaan vain lokaali termi. Tällöin
38
Kuva 18: Reunaehto supranesteelle on, että nopeus reunaa vastaan kohtisuo-
raan on nolla. Suoran sileän seinän tapauksessa tämä ehto voidaan toteuttaa
helposti käyttämällä kuvavortekseja. Tällöin minkä tahansa vorteksipisteen S




vitses ≈ βsˆ′ × s′′. (3.31)





missä R = 1/|s′′| on paikallinen kaarevuussäde ja c on vakio, joka klassisen
hydrodynamiikan mukaan on c = 8e−1/2 onttoytimiselle pyörteelle. Joskus
yksinkertaistetaan vieläkin enemmän ja käytetään R:nä keskimääräistä kaare-
vuussädettä tai keskimääräistä vorteksien välistä etäisyyttä. Koska |s′′| = 1/R,
vorteksi liikkuu nopeudella, joka on kääntäen verrannollinen paikalliseen kaa-
revuussäteeseen ja jonka suunta on binormaalin suunta.
Simulaatiot, jotka käyttävät LIA:a, antavat hyvin yhtäpitäviä tuloksia
Biot’n ja Savartin lakia käyttävien kanssa. LIA:n on kuitenkin havaittu antavan
poikkeaviakin tuloksia. Yksinkertainen esimerkki tilanteesta, jossa LIA ei riitä
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on pyörityksessä oleva säiliö. Kuten kappaleessa 3.8 mainittiin, muodostavat
vorteksit tällöin heksagonaalisen hilan. LIA:a käytettäessä vorteksit eivät
kuitenkaan vaikuta toisiinsa eikä hilarakennetta synny. Eroja LIA:n ja Biot’n
ja Savartin lain antamien ratkaisujen välillä on huomattu ainakin joissakin
vastavirtaturbulenssia selvittävissä laskuissa [86,87] ja myös vorteksisolmujen
stabiilisuutta tutkittaessa [88].
Toisin kuin Biot’n ja Savartin laki LIA ei säilytä energiaa. Sen sijaan
vorteksipituus – joka toki on yleensä hyvä approksimaatio energialle – on
LIA:ssa säilyvä suure.
3.10.4 Grossin ja Pitaevskiin yhtälö
Filamenttimalli on hyvin yksinkertainen, mutta silti tehokas tapa mallintaa
supranesteiden dynamiikkaa. Toinen yleisesti käytetty tapa on Grossin ja
Pitaevskiin yhtälönä tunnettu epälineaarinen Schrödingerin yhtälö [89–91].
Hartreen approksimaation mukaan heikosti vuorovaikuttavien bosonien kon-







∇2ψ + g|ψ|2ψ + V (r)ψ. (3.33)
Tässä m on hiukkasen massa, g on bosonien välinen poistovoima ja V on ulkoi-
nen potentiaali. Aaltofunktio on normitettu siten, että hiukkasten lukumäärä
on N =
∫ |ψ|2d3r, toisin sanoen |ψ|2 = n on lukumäärätiheys.
Oikeastaan Grossin ja Pitaevskiin yhtälö (GP) on tarkka kuvaus vain
heikosti vuorovaikuttaville bosoneille Bosen–Einsteinin kondensaateissa. He-
liumissa vuorovaikutukset ovat kuitenkin vahvoja ja tämä malli on vain kva-
litatiivinen. Filamenttimalliin verrattuna on GP-mallilla kuitenkin joitakin
etuja. Grossin ja Pitaevskiin yhtälön ratkaisuissa on mukana vorteksien ydin-
ten rakenne, ja koska se kuvailee kokoonpuristuvaa nestettä, se sallii äänen
muodostumisen eli fononit. Se selittää myös rekonnektiot. Laskennallisesti
GP on huomattavasti raskaampi kuin filamenttimalli. Myös vorteksien identi-
fiointi on epätriviaalia, ne tulee määrittää tiheyden tasa-arvopintojen avulla.
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Grossin ja Pitaevskiin yhtälö kuvaa vain dynamiikkaa lähellä nollalämpötilaa,
eikä sitä voida käyttää tilanteisiin, joissa normaalinesteellä on merkitystä.
Grossin ja Pitaevskiin yhtälön hydrodynaamisen luonteen voi nähdä par-
hainten käyttämällä Madelungin muunnosta
ψ = Aeiφ, (3.34)
missä A on amplitudi ja φ vaihe. Ensinnäkin unohtamalla ulkoinen potentiaali
ja käyttämällä perustekniikoita on yhtälö (3.33) helppo saattaa muotoon:
∂|ψ|2
∂t
+∇ · (nv) = 0, (3.35)









eli kyseessä on siis supranesteen nopeus. Kirjoittakaamme vielä yhtälö (3.35)
uudelleen, jotta nähdään selvästi, että kyseessä on jatkuvuusyhtälö. Kerto-
kaamme se puolittain massalla ja käyttäkäämme ρs = mn = mA2:
∂ρs
∂t
+∇ · (ρsvs) = 0. (3.38)
Sijoittamalla Madelungin muunnos ja jälleen unohtamalla ulkoinen poten-































Ilman kvanttijännitystä olisi yhtälö (3.39) Eulerin yhtälö, joka kuvaisi
klassista ideaalifluidia. Koska supranesteen tiheys ei muutu juurikaan muuten
kuin vorteksiytimien välittömässä läheisyydessä, voi kvanttijännityksen termin
jättää huomiotta, jolloin supranestettä kuvaa vain Eulerin yhtälö. Kuitenkin
juuri tämä termi tekee eron supranesteen ja ideaalifluidin välille. Grossin ja
Pitaevskiin yhtälöä voidaankin pitää tapana regularisoida Eulerin yhtälö. Se
poistaa viivapyörteisiin liittyvän singularisuuden ja mahdollistaa rekonnektiot.
42
4 Kvanttiturbulenssi
4.1 Klassisen kaltainen käyttäytyminen
4.1.1 Kvanttifyysikasta klassiseen fysiikkaan
Jo aiemmin tuli esiin, että pyöritettäessä tarpeeksi kovaa astiaa, jossa on
supranestettä, sinne syntyy vorteksihila. Tämä hila saa aikaan sen, että
supranesteen liike muistuttaa kiinteän kappaleen pyörimistä, tai siis klassisen
nesteen liikettä. Jo tämänkaltainen yksinkertainen esimerkki tuo esiin sen
laajasti hyväksytyn näkemyksen, että paljon keskimääräistä vorteksien välistä
etäisyyttä ` suuremmilla pituusskaaloilla supranesteen liike – sekä erityisesti
myös sen turbulenssi – muistuttaa klassista vastinettaan [92].
On selvää, että normaalinestekomponentti voi olla turbulentti vastaa-
valla tavalla kuin mitä mikä tahansa viskoosinen fluidi. Entäpä supraneste-
komponentti? Mitä oikeastaan tarkoitetaan supranesteen turbulenssilla eli
kvanttiturbulenssilla? Turbulenssille tyypillistä ovat pyörteet ja supranesteissä
pyörteisyys voi esiintyä kvantittuneiden vorteksien muodossa. Kvanttiturbu-
lenssi koostuukin epämääräisestä vyyhdistä vortekseja, jotka rekonnektoituvat
kohdatessaan. Rekonnektioiden merkitys on tärkeä. Pelkkä vorteksien olemas-
saolo ei tee supranesteestä turbulenttia, esimerkiksi pyörivässä astiassa olevaa
vorteksihilan täyttämää supranestettä ei voi kutsua turbulentiksi.
Supranesteiden turbulenssi on pohjimmiltaan kvantti-ilmiö, joten on jär-
keenkäypää uskoa, että ilmiö muistuttaa klassista vastinettaan suurilla pi-
tuusskaaloilla olettaen, että systeemissä on paljon vortekseja. Emmehän ten-
nispallojen liikkeessäkään huomaa niitä samoja kvanttifysiikan ilmiöitä, jotka
yksittäisten alkeishiukkasten liikkeessä ovat merkittäviä.
4.1.2 Kvanttiturbulenssin energiaspektri
Kvanttiturbulenssin yhteydet klassiseen turbulenssiin tulivat erityisesti esiin
Mauerin ja Tabelingin kokeissa Pariisissa 1990-luvun loppupuolella [93]. He
synnyttivät heliumiin turbulenssin kahden vastakkaisiin suuntiin pyörivän
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kiekon avulla. Näissä kokeissa he onnistuivat myös selvittämään turbulenssin
energiaspektrin. Hämmästyttävää kyllä, määritetty spektri vastasi klassista
Kolmogorovin spektriä E(k) ∼ k−5/3 (ks. yhtälö 2.12 ). Energiaspektri ei
myöskään riippunut lämpötilasta ja sitä oli mahdotonta erottaa siitä, mikä
havaittiin supranestefaasitransition yläpuolella normaaliolomuodossa. Samaan
tulokseen on tultu myös myöhemmissä kokeissa [94].
Suunnilleen samoihin aikoin Stalp, Skrbek ja Donnelly tekivät kokeita
värähtelevän hilan avulla synnytetyn turbulenssin hajoamisesta [95]. He, sekä
myös Vinen [96], esittivät tuloksilleen tulkinnan, jonka mukaan supraneste-
turbulenssin käyttäytyminen muistuttaa klassista turbulenssia.
Stalp et al. olettivat, että energiavuo pienemmille pituusskaaloille olisi
 = ν ′〈κ2L2〉, (4.1)
missä ν ′ on efektiivinen kinemaattinen viskositeetti, jonka arvoa ei tässä mää-
ritellä, mutta se riippuu lämpötilasta. Suure 〈κ2L2〉 on efektiivisesti keskimää-
räinen pyörteisyyden neliö 〈ω2〉, koska pyörteisyys on rajoittunut vortekseihin.
Näin ollen edellinen oletus energiavuon muodosta on samantapainen kuin
klassisilla fluideilla [97].
Oletetaan siis, että kaksi komponenttia ovat kytkeytyneet ja että ne ovat




on systeemin karakteristista pituutta (astian kokoa) vastaava aalto-
luku, kd on aaltoluku, jolla dissipaatio tapahtuu ja kd  k0. Turbulenssin






































Viivapituustiheyden kehitystä L ∝ t−3/2 pidetään merkkinä Kolmogoro-
vin kaskadista. Tämänkaltainen käyttäytyminen onkin havaittu useissa eri
kokeissa.
4.1.3 Kvasiklassinen kvanttiturbulenssi
Mikä selittää supranesteen kvasiklassisen käyttäytymisen? Vinen pohti asi-
aa teoreettiselta näkökannalta ja ehdotti [96], että suurilla pituusskaaloilla
supraneste ja normaalineste kytkeytyvät yhteen ja käyttäytyvät kuin yk-
sikomponenttinen neste. Kytkeytyminen tapahtuu keskinäiskitkan kautta
ja siis pituusskaaloilla ( `), joilla keskinäiskitka ei aiheuta dissipaatiota.
Myöhemmät teoreettiset tarkastelut pohjautuvat samaan ideaan [98–103].
Vaikka Kolmogorov teoriaansa johtaessaan oletti homogeenisen ja isot-
rooppisen turbulenssin, on turbulenssi luonnollisestikin vain keskimäärin
homogeenista ja isotrooppista. Kolmogorovin turbulenssi on lokaalisti pola-
risoitunutta [104] ja sille tyypillistä onkin pyörteisyyden keskittymät [105],
jotka usein ottavat putkimaisen muodon [106]. Toisin sanoen turbulenssissa
on myös isohkojakin pyörteitä. Tämä pätee supranesteen normaalikomponen-
tillekin. Supranestekomponentissa isoja pyörteitä vastaa usean keskimäärin
yhdensuuntaisen vorteksin muodostama kimppu. Vorteksien kollektiiviset liik-
keet ovat verrattavissa klassisten pyörteiden liikkeisiin. Näin supraneste voi
matkia klassista nestettä.
Pyörteet normaalinesteessä voivat aiheuttaa vorteksikimppujen syntymis-
tä supranesteeseen. Tätä on tutkittu numeerisesti käyttäen niin Biot’n ja
Savartin lakia [107–112] kuin Grossin ja Pitaevskiin yhtälöäkin [113] tai erilai-
sia klassisen hydrodynamiikan mallien mukautuksia supranesteille [114,115].
Useimmissa simulaatioissa on havaittu turbulentin normaalinesteen synnyttä-
vän vorteksikimppuja supranesteeseen. Tämä on kuitenkin yhä avoin kysy-
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mys. Kivotideksen simulaatiossa [116], jossa oli otettu huomioon supranesteen
vastareaktio normaalinesteeseen, ei kimppuuntumista huomattu.
4.2 Erot klassiseen turbulenssiin
4.2.1 Vastavirtaturbulenssi
Vaikka supranesteissä voi esiintyäkin kvasiklassista turbulenssia, ei kvanttitur-
bulenssi aina kuitenkaan muistuta klassista vastinettaan. Jo se tosiasia, että
kaikki turbulenssi supranesteissä koostuu kvantittuneista virtauspyörteistä,
on suuri ero klassiseen turbulenssiin. Myös rekonnektioiden merkitystä on
vaikea ymmärtää klassisessa viitekehyksessä.
Eräs esimerkki klassisesta poikkeavasta turbulenssista on vastavirtaturbu-
lenssi. Tätä alettiin tutkia supranesteiden turbulenssin muodoista aivan en-
simmäiseksi jo yli viisikymmentä vuotta sitten W. F. Vinenin toimesta [72–75].
Usean vuosikymmenen ajan tämä olikin oikeastaan ainoa supranesteturbu-
lenssin muoto, jota tutkittiin. Tällainen turbulenssi on kaksinestemallille
tyypillinen, eikä sillä ole klassista vastinetta.
Jos katsomme Landaun yhtälöitä (yhtälöt 3.3c ja 3.3d), niin huomaamme
että lämpötilagradientti ajaa normaalineste- ja supranestekomponentteja
vastakkaisiin suuntiin. Tätä kutsutaan vastavirraksi. Kun vastavirran nopeus,
vns = vn − vs, ylittää jonkin tietyn kriittisen nopeuden, virtaus muuttuu
laminaarisesta turbulentiksi. Gorter ja Mellink [117] havaitsivat poikkeaman
laminaarisesta virtauksesta jo ennen kuin kvantittuneiden virtauspyörteiden
käsite ja siten koko kvanttiturbulenssin idea oli tunnettu.
Tärkein ero vastavirtaturbulenssin ja klassisen turbulenssin välillä on,
että vastavirtaturbulenssissa on oikeastaan vain yksi merkittävä pituusskaala,
nimittäin keskimääräinen vorteksien välinen etäisyys. Vastavirtaturbulenssissa
ei myöskään esiinny pyörteisyyden keskittymiä, tai siis vorteksikimppuja. Se
eroaa klassisesta tai kvasiklassisesta turbulenssista energiaspektrin osalta, ja
myös rekonnektioihin liittyvä statistiikka on erilaista [119].
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Kuva 19: Havainnekuva vastavirtaturbulenssin synnyttämisestä. Lämmittimen
aiheuttaman lämpötilagradientin vuoksi normaalineste- ja supranestekomponen-




Vastavirtaturbulenssi ei ole ainoa klassisesta poikkeava turbulenssi-ilmiö supra-
nesteissä. Yleisemminkin turbulenssin koostuessa vorteksivyyhdistä, jossa on
vain yksi karakteristinen pituusskaala, ei turbulenssi muistuta Kolmogorovin
turbulenssia. Tällaista turbulenssia kutsutaan ultrakvanttiturbulenssiksi tai
Vinenin turbulenssiksi.
Ultrakvanttiturbulenssia on kokeellisesti havaittu esimerkiksi Lancaste-
rissa, jossa turbulenssi synnytettiin värähtelevillä hiloilla [120]. Suurilla hila-
nopeuksilla turbulenssissa havaittiin Kolmogorovin kaskadi, mutta kaikista
pienimmillä nopeuksilla ei. Toinen kokeellinen havainto tulee Manchesteris-
ta, jossa turbulenssi saatiin aikaan ampumalla negatiivisia ioneja supranes-
teeseen [121]. Ionit luovat ympärilleen vorteksirenkaan ja näistä renkaista
kehittyy vorteksivyyhti. Riippuen ionien ampumisen kestosta saatiin aikaan
joko kvasiklassinen tai Vinenin turbulenssi. Manchesterin kokeita vastaavaa
tilannetta on tutkittu myös numeerisesti [122].
Kokeissa ultrakvanttiturbulenssi ja kvasiklassinen turbulenssi erotetaan
toisistaan yleensä niiden hajoamisen perusteella. Aikaisemmin mainittiin (ks.
yhtälö 4.5), että kvasiklassista turbulenssia karakterisoi viivapituustiheyden
aikakehitys L ∝ t−3/2. Vastaavasti ultrakvanttiturbulenssin merkkinä voidaan
pitää aikakehitystä L ∝ t−1 [74].
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Useimmiten ultrakvanttiturbulenssia tutkivat kokeet tai simulaatiot liitty-
vätkin turbulenssin hajoamiseen. Erityisesti hajoamisen yhteydessä voi ultra-
kvanttiturbulenssin ajatella olevan loppuun asti kehittymätöntä turbulenssia,
jossa energiavuo on liian heikko synnyttääkseen klassisen Kolmogorovin kas-
kadin.
Kvasiklassisen ja ultrakvanttiturbulenssin ero on vorteksivyyhdin polari-
saatiossa. Ultrakvanttiturbulenssia kutsutaan satunnaiseksi turbulenssiksi,
koska vorteksit eivät ole korreloituneita muodostaen suuren skaalan rakenteita
niin kuin jäsentyneessä kvasiklassisessa turbulenssissa.
4.2.3 Turbulenssi nollalämpötilarajalla
Keskinäiskitka kytkee supraneste- ja normaalinestekomponentit yhteen mah-
dollistaen kvasiklassisen turbulenssin. Yllättävää kyllä, myös hyvin matalissa
lämpötiloissa – jolloin normaalinesteen vaikutus on merkityksetön – on ha-
vaittu Kolmogorovin turbulenssia.
Kokeet matalissa lämpötiloissa ovat paljastaneet, että turbulenssilla täytyy
olla jokin hajoamismekanismi nollalämpötilan rajalla [123], ja että hajoami-
nen muistuttaa klassista turbulenssia [120,124–126]. Myös suora dissipaation
mittaus vahvistaa Kolmogorovin tyyppisen turbulenssin [127]. Asiaa on luon-
nollisesti tutkittu myös lukuisissa simulaatiossa käyttäen niin Grossin ja
Pitaevskiin yhtälöä [65,113,128–130] kuin filamenttimalliakin [131–134].
Turbulenssi nollarajalla on selvästi klassisesta poikkeavaa. Klassisen tur-
bulenssin edellytys on dissipaatio viskositeetin kautta. Supranesteessä ilman
normaalikomponenttia mitään viskositeettia ei kuitenkaan ole. Jokin dissipaa-
tiomekanismi täytyy kuitenkin olla. Tämän mekanismin luonnetta tullaan
käsittelemään seuraavissa luvuissa.
Klassisessa fluidissa turbulentti energia on vain pientä häiriötä koko ter-
misessä energiassa. Kvanttiturbulenssissa tilanne on toinen. Stationaarinen
kondensaatti on välttämättä perustilassa ja sen entalpia on nolla. Kvanttitur-
bulenssi vastaakin kaikesta systeemin vapaasta energiasta.
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4.3 Reynoldsin luvun vastineet supranesteille
Klassista turbulenssia tutkittaessa on Reynoldsin luvun käsite (ks. kappale
2.5.2) osoittautunut hyödylliseksi. Supranesteille tämä luku on kuitenkin
hyödytön, koska kun ν → 0, niin Re ≡ LV
ν
→∞. Reynoldsin luku on ääretön
kuitenkin vain muodollisesti, sillä vaikka viskositeettia ei ole, dissipaatiota
kuitenkin on.
Supranesteille on määritelty joitakin omia Reynoldsin luvun vastineita
[135]. Ensimmäinen näistä, luku jota kutsutaan ytimekkäästi ”supranesteiden
Reynoldsin luvuksi”, sisältää sirkulaation kvantin κ = 2pi~/m. Sirkulaation
kvantilla ja viskositeetilla on sama dimensio, ja on mahdollista, että niiden
välillä on jokin syvällisempikin yhteys [136]. Niinpä ”supranesteiden Reynoldsin





Kriteeri Res ∼ 1 antaa sen nopeuden, jolla ensimmäisen vorteksin muo-
dostumisesta tulee energeettisesti mahdollista. Raja Res  1 vastaa häviävää
Planckin vakiota, κ ∝ ~→ 0, mikä tarkoittaa sitä, että pyörteisyydestä tulee
jatkuva suure.
Esittääksemme toisen Reynoldsin luvun vastineen tarvitsemme karkean
hydrodynaamisen yhtälön supranesteelle. Jos vorteksit polarisoituvat muo-
dostaen eri kokoluokan vorteksikimppuja – kuten kvasiklassisessa turbulens-
sissa oletetaan tapahtuvan – niin pyörteisyyttä, ω = ∇× vs, voidaan pitää
jatkuvana muuttujana ja hydrodynaamisena yhtälönä voidaan käyttää [137]:
∂ω
∂t
= (1− α′)∇× (vs × ω) + α∇× [ωˆ × (ω × vs)]. (4.7)
Verratkaamme tätä Navierin ja Stokesin yhtälöön (ks. yhtälö 2.9), joka on
dimensiottomassa muodossa ∂ω′
∂t′ = ∇′× (v′×ω′)+ 1Re∇′2ω′, missä skaalattuja
muuttujia merkitään pilkulla. Voidaan ajatella, että myös yhtälössä (4.7) on







Kun Reα  1, on virtaus laminaarista, ja kun Reα  1 turbulenssi on
mahdollista. Toisin kuin klassinen Reynoldsin luku Reα ei riipu lainkaan sys-
teemin koosta L tai nopeudesta V , vaan kyseessä on supranesteen intrinsinen
parametri. Ehto Reα = 1 on myös raja sille, milloin vorteksin värähtelyt,
kelvinaallot, propagoivat vapaasti ja kasvavat (Reα > 1) tai vaimenevat
(Reα < 1) [138].
Käyttäen edellä määriteltyjä Reynoldsin luvun vastineita Grigori Volovik
esitti faasikaavion turbulenssille [99,139]. Nämä luvut määräävät milloin vir-
taus on laminaarista ja milloin se ottaa Kolmogorovin tai Vinenin turbulenssin
muodon.
Kuva 20: Volovikin esittämä supranesteiden turbulenssin faasikaavio [99]. Tässä
on käytetty merkintää q = 1/Reα.
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5 Kelvinaallot
5.1 Määritelmä ja dispersiorelaatio
Ennen kuin voimme käsitellä kvanttiturbulenssin nollalämpötilarajan energian
dissipaation ongelmaa, on syytä käydä läpi kelvinaaltoihin liittyviä peruskäsit-
teitä. Kelvinaallolla tarkoitetaan vorteksin korkkiruuvimaista perturbaatiota.
Seuraavassa johdetaan likimääräinen dispersiorelaatio kelvinaallolle seuraten
Carlo Barenghin [57] tarkastelua. Olkoon vorteksi suora ja z-akselin suun-
tainen. Olkoon s = s(ξ) vorteksilla olevan pisteen paikka parametrisoituna,
parametrina pituus vorteksia pitkin. Käyttäkäämme LIA:a (ks. yhtälö 3.31).
Vorteksin ollessa suora on s′′ = 0 ja siten myös vitses = βs′ × s′′ = 0. Vorteksi
ei siis liiku.
Jos kuitenkin muokkaamme vorteksia hieman tehden siitä kierteen, kuten
kuvassa 21: s = (ε cosφ, ε sinφ, z), missä ε on aallon amplitudi, φ = kz − ωt,
ω on kulmataajuus ja k aaltoluku. Jos lisäksi oletamme, että ε 1, jolloin
z ≈ ξ, niin s′ = (−kε sinφ, kε cosφ, 1) ja s′′ = (−k2ε cosφ,−k2ε sinφ, 0). Tar-
kastelkaamme jälleen vorteksin itseindusoimaa nopeutta. Hylkäämällä termit,
jotka ovat verrannollisia ε2:een tulemme siihen tulokseen, että vorteksilla oleva
piste ei liiku z-suuntaan ja kelvinaallon amplitudi pysyy samana. Vertaamalla
tätä nopeutta vorteksin paikan aikaderivaattaan saadaan dispersiorelaatioksi
ω = βk2. (5.1)
Dispersiorelaatio on kuitenkin vain likimääräinen, koska oletimme että z ≈ ξ.
Dispersiorelaation kelvinaallolle, jonka amplitudi ei ole pieni, ratkaisivat













Tässä a0 on vorteksiytimen koko ja Kn on n:s toisen lajin muunnettu Besselin
funktio imaginaariselle argumentille. Yleensä kuitenkin käytetään approksi-
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Kuva 21: Kelvinaalto on vor-
teksin kierremäinen aalto. Oi-
keanpuoleisessa kuvassa pie-
nempi ympyrä kuvaa vorteksin
liikettä ja suurempi vortek-
sin indusoimaa nopeuskenttää
(kuten suoraa vorteksia esittä-
vässä kuvassakin).
(Kuva artikkelista [140].)














missä γ ≈ 0.5772 on Eulerin vakio.
Mikä tahansa suoran vorteksin vääristymä voidaan kuvata summana
kelvinaaltoja, joilla on eri aaltolukuja ja amplitudeja – siis jos vorteksia
kuvaava käyrä pysyy z-suuntaan yksikäsitteisenä.
Kelvinaaltoja syntyy esimerkiksi rekonnektioiden yhteydessä. Rekonnektio
on vorteksille kuin kitaran kielen näpäytys, joka saa sen värähtelemään. Toinen
tapa synnyttää kelvinaaltoja on vorteksin suuntaisen vastavirran avulla. Tämä
ilmiö tunnetaan Donnellyn–Glabersonin epästabiilisuutena [143–145].
Rekonnektion seurauksena syntyneitä kelvinaaltoja on kuvannettu käyt-
tämällä apuna mikrometrien kokoluokkaa olevia jäisiä vetyhiukkasia, jotka
paine-eron takia jäävät vangeiksi vorteksiytimiin [146].
Täsmennettäköön vielä, että vaikka lordi Kelvin tutki nimenomaan kokoon-
puristumattomassa nesteessä olevan pyörteen aaltoja, niin sanaa kelvinaalto
käytetään yleisemmässäkin tapauksessa. Kokoonpuristuvassa nesteessä on
erilaisia kelvinaaltomoodeja paljon enemmän, koska tällöin pyörteen ytimen
vääntymiseen voivat yhdistyä sen paksuuden vaihtelut [147]. Supranestei-
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Kelvinaallot voidaan kvantittaa, minkä jo Alexander Fetter toi esiin artikke-
lissaan 1960-luvun lopussa [148]. Fetterin esitystä selkeämpi, vaikkakin hyvin
samantapainen, on ehkä Owczarekin ja Slupskin artikkeli vuodelta 1992 [149].
Tulen nyt kuitenkin seuraamaan Epsteinin ja Baymin [150] esittämää menet-
telyä, vaikka sekin eroaa joiltain merkinnöiltä siitä mitä kirjallisuudessa [151]
useimmiten käytetään.
Olkoon levossa oleva vorteksisegmentti z-akselilla ja olkoon sen pituus L.
Olkoon siinä pieni vääristymä ε(z, t) = εx(z, t)xˆ+ εy(z, t)yˆ. Jännitysvoiman










missä ρs on supranesteen tiheys ja κ = (pi~/m)zˆ. Määritelkäämme vielä
kompleksinen yksikkövektori λ = (1/
√
2)(xˆ− iyˆ) ja tämän avulla määritte-
lemme kompleksiset koordinaatit ε− ja ε+:
ε+(z, t) = λ
∗ · ε(z, t), ε−(z, t) = λ · ε(z, t). (5.5)
Joten ε(z, t) = ε+(z, t)λ+ ε−(z, t)λ∗.
Ilmaiskaamme yhtälö (5.4) ε±(z, t):ien avulla. Nyt, koska
zˆ × ε = zˆ × (ε+λ+ ε−λ∗)
= (1/
√
2)zˆ × (ε+xˆ− iε+yˆ + ε−xˆ+ ε−yˆ)
= (1/
√
2)(ε+yˆ + iε+xˆ+ ε−yˆ − iε−xˆ)
= iε+λ
∗ − iε−λ,



















Esittäkäämme sama yhtälö vielä (k, ω)-koordinaateissa:
(ω ∓ ωk)ε±(k, ω) = 0. (5.9)
Tästä viimeisimmästä yhtälöstä näemme kaikkein selvimmin, että ωk on
ominaistaajuus. Koska ε+ ja ε− ovat toistensa kompleksikonjugaatteja, on
yhtälöllä vain yksi riippumaton ratkaisu. Näin tuleekin olla, sillä (5.4) on
ensimmäistä kertalukua ajan suhteen. Ei ole ollut merkitystä sillä, miltä




Λ(k), missä Λ riippuu k:sta logaritmisesti. Näin ollen on yhtälö (5.8)
yhtä pitävä aiemman dispersiorelaation, yhtälön (5.3), kanssa.
Normaalisti kvasihiukkasen dispersiorelaation reaaliosasta saadaan selville
hiukkasen energia ja imaginaariosasta hiukkasen eliniän käänteisluku. Kaik-
ki käsittelemämme dispersiorelaatiot ovat olleet puhtaasti reaalisia antaen
äärettömän eliniän. Emme kuitenkaan ole tarkasteluissamme huomioineet
mitään dissipaatiomekanismeja, kuten keskinäiskitkan värähtelyä vaimentavaa
vaikutusta.
















Ilmoitetaan E(t) Hamiltonin operaattorina H(qk, pk), missä qk ja pk ovat

















ωk(qkq−k + pkp−k), (5.12)






Jotta todella voimme kvantittaa kelvinaallot, tulee meidän vaatia, että qk ja
pk toteuttavat kommutaatiorelaation
[qk, pk′ ] = i~δk,k′ . (5.14)
On epätriviaalia, miksi tämä kommutaatiorelaatio pätee; ohjaankin luki-
jan lukemaan Epsteinin ja Baymin selityksen ( [150], Appendix A). Lyhyesti
voidaan sanoa, että εx ja εy eivät kommutoi, koska olemme implisiittisesti
olettaneet, että vorteksi on massaton. Tämä johtaa siihen, että käsittelyssäm-
me jätämme huomiotta korkeataajuuksisen moodin, jonka yli käytännössä
keskiarvoistamme.




(q−k − ipk), ak = 1√
2~
(qk + ip−k). (5.15)
Näille operaattoreille pätevät bosoniset kommutaatiorelaatiot:
[ak, a
†




k′ ] = 0. (5.16)








). Koska olemme kiinnostuneita vain eksitaatioista,





Olemme osoittaneet, että kelvinaallot voidaan kvantittaa ja olemme joh-
taneet kelvoneihin liittyvän Hamiltonin funktion. Tämä Hamiltonin funktio
vastaa LIA:a johtuen tekemistämme implisiittisistä olettamuksista jännitys-
voimalle.
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5.2.2 Kelvonit ja spontaani symmetriarikko
Kelvonien voi myös ajatella olevan translaatiosymmetrian spontaanista rikkou-
tumisesta syntyviä Nambun–Goldsteinin eksitaatioita [152]. Supranesteellä,
jota kuvaa skalaarinen järjestysparametri (eli käsittelemällämme 4He:llä), on
perustilassaan translaatiosymmetria (ryhmällä 3 virittäjää) ja rotaatiosym-
metria (3 virittäjää). Kun supranesteessä on z-suuntainen suora vorteksi, niin
translaatiosymmetriat x ja y-suuntiin rikkoontuvat ja myös kaksi rotaatioista
rikkoontuvat jättäen jäljelle SO(2)-rotaatiot z-akselin ympäri.
Relativistisissa kenttäteorioissa Nambun–Goldsteinin teoreeman mukaan
jokaista rikkoutuneen symmetrian virittäjää kohden syntyy massaton eksitaa-
tio. Epärelativistisessa tapauksessa voi syntyvien eksitaatioiden määrä olla
yhtä suuri tai pienempi kuin virittäjien määrä [153].
Käy ilmi että kaksi translaatiomoodia ovat toinen toistensa konjugaatteja
muodostaen vain yhden moodin, joka on kelvinmoodi. Entäpä rikkoutunut
rotaatiosymmetria? Symmetriarikko SO(3)/SO(2) voisi antaa myös kaksi
moodia, mutta nämäkin on otettu jo huomioon kelvinmoodissa. Heuristisesti
tämän voi perustella siten, että kuten kuvassa 22 näytetään, on infinitesimaa-








Kuva 22: Infinitesimaaliseen vorteksisegmenttiin kohdistuva kierto tai taivutus
tuottavat saman tuloksen [152].
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5.2.3 Hamiltonin yhtälöt supranesteelle
Kappaleessa 5.2.1 johtamamme Hamiltonin funktio ei johda mihinkään dyna-
miikkaan. Esittäkäämme siksi muunkinlaisia Hamiltonin funktioita. Tehkääm-
me tämä erityisesti siksi, koska energian dissipaatioon liittyy erimielisyyksiä,
jotka oikeastaan koskevat vain oikeaa hamiltoniaanin muotoa (lisää näistä
erimielisyyksistä seuraavassa luvussa).
Tulemme nyt käyttämään hieman aiemmasta poikkeavia merkintöjä. Olet-
takaamme, että vorteksi on z-koordinaatin suhteen yksikäsitteinen. Toisin
sanoen voimme kuvata vorteksin paikan r muodossa r = (x(z), y(z), z). Sa-
man asian voimme ilmaista myös kompleksisena koordinaattina w(z, t) =
x(z, t) + iy(z, t). Yleensä me vaadimme lisäksi, että kelvinaaltojen amplitu-













(z1 − z2)2 + |w(z1)− w(z2)|2
, (5.19)
missä käytimme notaatiota w′(z) = dwdz . Kun z1 → z2 hamiltoniaani divergoi.
Kiertäkäämme tämä ottamalla LIA-termi mukaan. Jaamme hamiltoniaanin
osiin, H = HLIA + HBS (+pieniä korjaustermejä). Katkaisemme Biot’n ja















missä r∗ ja a∗ riippuvat siitä, miten katkaisemme alkuperäisen integroin-
nin. Asettamalla β = 1/2, on HLIA sama kuin vorteksin pituus L[w] =∫
dz
√
1 + |w′(z)|2. Näin luonnollisesti tuleekin olla, sillä LIA-yhtälöt säilyttä-













Kappaleessa 5.2.1 johdettiin hamiltoniaani, jonka selitin vastaavan LIA:a.
Koska kaavan (5.17) hamiltoniaani ei kuitenkaan ole sama kuin HLIA, lienee
syytä esittää tarkempi selitys. Lokaalin termin Hamiltonin funktionaalia
voidaan yksinkertaistaa entisestään kehittämällä se sarjaksi ja ottamalla vain
muutama ensimmäinen termi:












Tätä approksimaatiota kutsutaan katkaistuksi LIA:ksi eli TLIA:ksi (’trunca-
ted LIA’). Toisin kuin LIA, ei katkaistu LIA ole integroituva systeemi, ja se
sallii kaskadin aaltoluvuilta toisille [155]. Vakiotermin voi hylätä, ja edellisen
kappaleen hamiltoniaani (5.17) vastaa termiä H2, eli kaikkein alimman ker-
taluvun approksimaatiota. Kelvonien dynamiikan kannalta termi H2 vastaa
yhden kelvonin vapaata propagaatiota.
Termi H4 vastaa tilannetta, jossa niin alku- kuin lopputilassakin on kaksi
kelvonia. Jos vaadimme, että sekä energia että liikemäärä säilyvät, ei H4 johda
mihinkään epätriviaaliin dynamiikkaan. Vaatimus liikemäärän säilymisestä
on k1 + k2 = k3 + k4, missä indeksit 1 ja 2 vastaavat alkutilan kelvoneja ja 3
ja 4 lopputilan kelvoneja. Vastaava energian säilymisen ehto on ωk1 + ωk2 =
ωk3 + ωk4 . Kelvonin energian voimme arvioida olevan vakio kertaa k2 (ks.
yhtälö 5.1 tai 5.3), joten saamme ehdoksi k21 + k22 = k23 + k24. Molemmat
vaatimukset toteuttaa samanaikaisesti vain triviaalit ratkaisut, eli k1 = k3 tai
k4 ja vastaavasti k2 = k4 tai k3. Toisin sanoen HTLIA ei johda epätriviaaliin
dynamiikkaan tässä muodossa. Kuitenkin käyttämällä aaltoturbulenssin [41,
45] periaatteita voidaan tehdä transformaatio, jolla päästään eroon ”turhista”
sarjakehitelmän termeistä, siis termeistä joiden aaltovuorovaikutus on triviaali.










Äsken esitimme kappaleen 5.2.1 hamiltoniaanin LIA:sta johdetun kehitel-
män ensimmäisenä terminä. Yhtä hyvin olisimme kuitenkin voineet lähteä




Vuonna 1955 julkaistussa artikkelissaan [61] Feynman ei ainoastaan esittänyt,
että supranesteessä voisi olla viivamaisia topologisia defektejä, vaan hän myös
ehdotti, että vorteksien rekonnektio olisi mahdollista ja että turbulenssi olisi
mahdollista. Samassa paperissa hän myös ehdotti mahdollista mekanismia
energian dissipaatiolle absoluuttisessa nollapisteessä. Tämä kaikki siis ennen
kuin vorteksien olemassaolosta oli mitään kokeellista vahvistusta!
Rekonnektioiden johdosta voivat pienet vorteksit yhtyä yhdeksi suurem-
maksi, tai on myös mahdollista, että suuri vorteksi hajoaa pienemmiksi. Jos
olettaa, että jälkimmäinen vaihtoehto on todennäköisempi, niin tämä johtaa
kaskadimaiseen prosessiin, jossa vorteksien keskimääräinen koko pienenee koko
ajan. Tämä oli Feynmanin ehdotus energiakaskadista nollarajalla. Kyseessä
on siis oikeastaan supranesteversio Richardsonin kaskadista.
Kuva 23: Havainnekuva Feynmanin kaskadista [61].
Feynmanin ehdotuksen ongelmallisin kohta liittyy siihen mitä tapahtuu
aivan pienimmillä pituuksilla. Jo atomien koko asettaa rajan sille, etteivät
vorteksirenkaat voi pilkkoutua loputtomasti pienemmiksi. Feynman ehdotti,
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että pienin mahdollinen vorteksirengas olisi rotoni. Onsagerin kerrotaankin
kutsuneen rotoneja ’kadonneiden vorteksien haamuiksi’ [1].
Boris Svistunov on kritisoinut Feynmanin esittämää kaskadiskenaario-
ta [154]. Hänen mukaansa ongelma Feynmanin kaskadissa on, ettei se voi
toteuttaa energian ja liikemäärän säilymistä samanaikaisesti. Tämän voi näh-
dä siitä, että vorteksirenkaan energia skaalautuu kuin renkaan pituus, kun
taas liikemäärä skaalautuu kuin pituuden neliö. Niinpä vorteksirenkaiden
hajoaminen pienemmiksi renkaiksi niin, että vorteksien kokonaispituus säilyy,
johtaa kokonaisliikemäärän pienenemiseen. Svistunovin argumentti on yleises-
ti hyväksytty ja sitä käytetään kirjallisuudessa usein perusteluna Feynmanin
kaskadin paikkansapitämättömyydelle.
Sergey Nemirovskii on kuitenkin huomauttanut, että Feynman ei kos-
kaan harkinnut ideaalin vorteksirenkaan yht’äkkistä jakautumista kahdeksi
pienemmäksi täysin ympyrämäiseksi renkaaksi. Jo Feynmanin artikkelissa
olleessa kuvassakin (ks. kuva 23) näkyy kuinka rengas on epämuodostunut ja
rekonnektoituu itsensä kanssa kahdeksi vorteksirenkaaksi, jotka nekään eivät
ole ideaaleja renkaita. Epämuodostuminen on voinut aiheutua alkuperäises-
tä epäympyrämäisestä muodosta tai myös muiden ympäröivien vorteksien
aiheuttamista perturbaatioista. Mitään säilymislakeja ei siis rikota. Ener-
gian ja liikemäärän säilyminen pätee vain koko systeemille, ei yksittäiselle
vorteksirenkaalle.
Entäpä Feynmanin ehdotus, että rotonit olisivat pienimpiä mahdollisia
vorteksirenkaita? Vorteksirenkaan kutistumista rotoniksi ei ole havaittu ko-
keissa tai simulaatioissa. Berloff ja Roberts tutkivat vorteksirenkaita, jotka
liikkuivat lähellä Landaun kriittistä nopeutta, käyttäen epälokaalia epälineaa-
rista Schrödingerin yhtälöä [157]. Tämä malli johtaa fononi-rotonispektriä
muistuttavaan dispersiorelaatioon.
Kun renkaan nopeus saavuttaa Landaun kriittisen nopeuden, tulee sii-
tä epävakaa ja se haihtuu termisiksi eksitaatioiksi. Toiveena oli, että ren-
kaan muuttuminen ääniaalloiksi tapahtuisi lähellä rotoniminimiä energia-
ja liikemääräavaruudessa. Näin ei kuitenkaan ollut ja idea rotoneista vor-
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teksirenkaiden haamuina vaikuttaa epätodennäköiseltä. Enää rotoneita ja
vorteksirenkaita ei ajatella samanlaisina eksitaatioina [158,159].
Vaikka Feynmanin kaskadin ei uskota kuvaavan täysin sitä, miten energian
dissipaatio tapahtuu, ei se tarkoita, etteikö pienien vorteksirenkaiden synty-
misellä olisi merkitystä turbulentin vorteksivyyhdin hajoamisessa. Lukuisissa
simulaatioissa on havaittu pienten vorteksirenkaiden syntymistä, ja nämä
renkaat saattavat päästä karkuun vorteksivyyhdistä vieden näin energiaa
mukanaan [70,160–168] (ks. kuva 24).
Kuva 24: Tässä numeerisessa simulaatiossa näkyy kuinka vorteksivyyhti hajoaa
siinä syntyvien pienten renkaiden karatessa [168].
Kyseessä ei kuitenkaan oikeastaan ole Feynmanin kaskadi, vaan Richard-
sonin kaskadi. Aivan kuten Richardsonin kaskadi vaatii viskositeetin, niin
myös kvanttiturbulenssi vaatii jonkin dissipaatiomekanismin. Jos turbulenssi
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tapahtuu seinällisessä säiliössä, niin kuin kokeissa aina on, voisi ajatella, et-
tä kun vyyhdistä karkaavat renkaat kohtaavat seinän, ne pilkkoutuvat vielä
pienemmiksi ja että vuorovaikutukset seinän kanssa selittäisivät energian dis-
sipaation. Tämä selitys ei kuitenkaan ole tyydyttävä. Tulisi kyetä selittämään
nämä vuorovaikutukset seinän kanssa paremmin. Sitä paitsi dissipaatiomeka-
nismin tulee toimia myös silloin, kun mitään seinäpintoja ei ole. Turbulenssi
hajoaa myös niissä numeerisissa simulaatioissa, joissa käytetään periodisia
reunaehtoja.
Pienten karkaavien renkaiden aiheuttama diffuusiivinen hajoaminen on
kuitenkin mielenkiintoinen tutkimuksen kohde. Erityisesti Nemirovskii on tut-
kinut sitä käyttäen niin numeerisia simulaatioita kuin kehittäen matemaattisia
malleja [160,164,165,168–170].
6.2 Dissipaatiomekanismit nollarajalla
Vaikuttaa siltä, että Feynmanin teoria energian dissipaatiosta kvanttiturbu-
lenssissa nollalämpötilan rajalla ei päde. Onkin syytä kysyä, mitkä ylipäätään
ovat mahdolliset dissipaatiomekanismit nollalämpötilassa, jossa energiahäviöt
keskinäiskitkan kautta eivät ole mahdollisia. On selvää, että vorteksien energia
voi muuttua ainoastaan alkeiseksitaatioiden energiaksi. Grossin-Pitaevskiin
yhtälöä käyttävissä laskuissa onkin huomattu, kuinka merkittävä osa kineet-
tisestä energiasta on muuttunut kokoonpuristuvaksi energiaksi eli äänek-
si [66, 128,171].
Yksi tapa, miten tämä voi tapahtua, on rekonnektioiden kautta. Viivamais-
ten topologisten defektien rekonnektiot johtavat yleisesti dissipaatioon [172].
Näin on myös supranesteissä, ja tätä on tutkittu numeerisesti [163,173]. Re-
konnektioista välittömästi syntyvä häviö on kuitenkin mitättömän pientä.
Vorteksien pituuden (joka on hyvä approksimaatio energialle) väheneminen
rekonnektioissa on vain vorteksiytimen koon luokkaa. Koska ytimen koko on
atomien kokoluokkaa, aiheuttaa tämä mekanismi häviävän pienen dissipaation.
Toinen mekanismi, joka voi aiheuttaa energiahäviöitä, on liikkuvien ja
värähtelevien vorteksien aiheuttama äänen säteily. Klassiset pyörteet voivat
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liikkuessaan synnyttää ääntä [174,175], eivätkä supranesteiden vorteksit ole
tässä suhteessa yhtään erilaisia. Joskus on käytetty käytännönläheisenä esi-
merkkinä [21] lentokoneiden melua, jonka aiheuttaa värähtelevät pyörteet.
Tosin epäilenpä, ettei maallikko osaa liittää lentokoneiden ääntä pyörteisiin.
Värähtelevä vorteksi aiheuttaa paineen värähtelyn, joka johtaa äänen syntyyn.
Intensiteetti kasvaa taajuuden kasvaessa.
Supranestevorteksin värähtelyt, toisin sanoen vorteksissa olevat kelvinaal-
lot, johtavat energiahäviöihin [176, 177]. Asian voi myös ilmaista kelvonien ja
fononien välisen vuorovaikutuksen avulla. Ilmeisesti ensi kertaa näin tehtiin
neutronitähtien vortekseja tutkittaessa [178], mutta myöhemmin kelvonien ja
fononien vuorovaikutusta tutkittiin myös heliumin yhteydessä [179].
Värähtelevien vorteksienkin aiheuttamat energiahäviöt ovat kuitenkin
todella pieniä, jollei värähtelytaajuus ole hyvin suuri. Suuret taajuudet puo-
lestaan tarkoittavat pieniä pituusskaaloja. Vorteksien väliset vuorovaikutukset
kuitenkin rajoittavat tyypilliset pituusskaalat suuremmiksi tai yhtä suuriksi
kuin vorteksien välinen keskimääräinen etäisyys `. Vinen esitti arvion tehol-
le, jolla `:n pituusskaalalla syntyy ääntä, ja tulos oli, että tämä ei voi olla
merkittävää [176].
Näin ollen näyttää siltä, että olemme ajautumassa umpikujaan, jos tosi-
aan on niin, että kelvinaaltojen säteilemällä äänelläkään ei ole merkitystä. Ei
kuitenkaan tule hylätä kelvinaaltoja vielä täysin. Suuritaajuuksiset värähte-
lyt voivat dissipoida teholla, joka on merkittävä. Tarvitsee siis vain pystyä
selittämään, miten näitä suuritaajuuksisia kelvinaaltoja syntyy.
Kun vorteksit rekonnektoituvat, on se kuin näpäyttäisi kitaran kieltä:
vorteksi alkaa värähdellä. Riippuen kulmasta, jossa vorteksit kohtaavat, voi
vortekseihin jäädä rekonnektion seurauksena hyvinkin teräviä mutkia. Nämä
mutkat voidaan Fourier’n muunnoksen avulla esittää superpositiona kelvinaal-
loista. Mutkan ollessa terävä on mukana myös hyvin korkeataajuuksisia kelvin-
aaltoja. Lisäksi, kun rekonnektioita tapahtuu jatkuvasti, vorteksiin kerääntyy
kelvinaaltoja. Värähtelyn amplitudit kasvavat ja kelvinaallot vuorovaikuttavat
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epälineaarisesti keskenään synnyttäen korkeampitaajuuksisia aaltoja. Syntyy
koko spektri kelvinaaltoja ulottuen aina hyvin korkeille taajuuksille.
Ajatuksen rekonnektioiden roolista kelvinaaltojen synnyttämisessä ja kel-
vinaaltokaskadista esitti ensiksi Svistunov [154] ja ajatusta vei eteenpäin
Vinen [96]. Kuva 25 tiivistää nykyisen käsityksen energian dissipaatiosta
nollalämpötilan rajalla.
Kuva 25: Suurilla pituusskaaloilla tur-
bulenssi ottaa klassisen Richardsonin-
Kolmogorovin kaskadin muodon. Vor-
teksien rekonnektioista aiheutuu hyvin
pieniä häviöitä, mutta ennen kaikkea ne
synnyttävät kelvinaaltoja. Näin energia
saadaan vorteksien välistä etäisyyttä
pienemmille pituusskaaloille. Kelvinaal-
lot vuorovaikuttavat keskenään. Tämä
kelvinaaltokaskadi kuljettaa energian
yhä pienemmille pituuksille, eli suu-
remmille kelvinaaltojen taajuuksille.
Lopulta energia dissipoituu termisiksi
eksitaatioiksi.
(Kuva artikkelista [180].)
Tarkkaan ottaen on hieman harhaanjohtavaa puhua kelvinaaltojen ener-
giakaskadista tässä yhteydessä. Jos kelvinaallot syntyvät rekonnektioiden
seurauksena, niin silloin syntyy niin pieniä kuin suuriakin taajuuksia. Kas-
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kadin käsitteeseen sisältyy ajatus siitä, että turbulenssia synnytetään suu-
rella pituusskaalalla ja dissipaatio hallitsee pienellä pituusskaalalla. Näin ei
siis kuitenkaan ole. Palaan tähän vielä myöhemmin. Kelvinaaltokaskadia on
kuitenkin alettu tutkia juuri kaskadina. Tutkitaan yhtä vorteksia johon pa-
kotetaan pienitaajuuksisia kelvinaaltoja ja annetaan kaskadin edetä suurille
taajuuksille. Mielenkiinnon kohteena on, minkä eksponentin tämänkaltaisen
Kolmogorovin–Zakharovin kaskadin spektri saa.
Heti, kun idea kelvinaaltokaskadista oli esitetty, pyrittiin numeerisissa
simulaatiossa esittämään vahvistusta kelvinaaltojen merkitykselle energian
dissipaatiossa. Ensiksi huomattiin, että kun keskinäiskitkaa ei ole, niin vortek-
sit ovat rekonnektioiden seurauksena hyvin ”kikkaraisia” [161, 181]. Tämä on
osoitus siitä, että niissä todellakin on kelvinaaltoja. Leadbeater et al. tutkivat
vorteksirenkaiden törmäyksiä käyttäen Grossin ja Pitaevskiin yhtälöä [182].
He havaitsivat kelvinaaltojen aiheuttaman dissipaation. Seuraavaksi Vinen et
al. osoittivat, että on todellakin olemassa kaskadi pienemmiltä aaltoluvuilta
suuremmille [183]. He ajoivat yhtä aaltolukua, ja energia virtasi muillekin
aaltoluvuille.
6.3 Kelvinaaltokaskadi
6.3.1 Kelvinaaltokaskadin energiaspektrin johtaminen
Kelvinaaltokaskadiin liittyvä energiaspektri on ollut – ja yhä on – paljon
tutkimuksen ja kiistelynkin kohde. Tällä hetkellä on kaksi kilpailevaa teoriaa,
toinen on Evgeny Kozikin ja Boris Svistunovin, toinen Victor L’Vovin ja Sergey
Nazarenkon sekä heidän kumppaniensa. Taulukko 2 antaa yhteenvedon näistä.
Simulaatioissa yleensä pyritään selvittämään kelvinspektri, eli kelvonilu-
kuun liittyvä spektri. Nämä eksponentit ovat kuitenkin hyvin lähellä toisiaan,
−17/5 = −3.4 ja −11/3 ≈ −3.67. Tämä tekee oikean teorian numeerisesta
vahvistamisesta äärimmäisen hankalaa. Helposti huomataan, että energia-
spektrin ja kelvinspektrin eksponentit ovat kytköksissä toisiinsa. Energia-
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spektrin ja kelvinspektrin approksimatiivinen yhteys on:
E(k) ≡ Ek = Λ
κ
4pik2nk, (6.1)
missä parametri Λ saa kokeissa tavallisesti arvon 12 ja 15 väliltä. Energia-
spektrillä tarkoitetaan tässä yksinomaan kelvinaaltoihin liittyvän energian
spektriä. On myös hyvä huomata, että nk sisältää niin positiiviset kuin
negatiivisetkin moodit, eli nk = nk + n−k. Nyt k:lla tarkoitan kelvinaaltoon
liittyvää aaltovektoria, joka on tietenkin yksiulotteinen.
Teoreettisesti ennustetut kelvinspektrit pohjautuvat heikon aaltoturbu-
lenssin teoriaan [41,45]. Heikkoa aaltoturbulenssia voi soveltaa kelvinaaltoihin,
jos aaltoihin liittyy verrattain pieni poikkeama suorasta vorteksista. Keskei-
nen ajatus teoriassa on, että aaltovuorovaikutuksen hamiltoniaani kehitetään
sarjaksi pienten amplitudien suhteen. Sarjan ensimmäinen epätriviaali termi
määrää turbulenssin energiaspektrin. Tämä termi kuvaa p:n aallon (p ≥ 3)
vuorovaikutusta. Edelleen energian vuo skaalalta toiselle, , on verrannollinen
aaltojen törmäysintegraaliin, Stp(k), joka puolestaan on verrannollinen p−1:n
törmäyksessä mukana olevan aallon energioihin, E(k′), E(k′′), . . . , E(k(p−1)).
Olettaen, että energian siirtyminen on lokaalia, ja kun tärkein kontribuutio
törmäysintegraaliin tulee aaltoluvuilta k′, k′′, . . . , k(p−1) ∼ k, voidaan päätellä,
että  ∝ [E(k)]p−1 tai
E(k) ∝ 1/(p−1). (6.2)
KS LN
E ∝ 1/5k−7/5 E ∝ 1/3k−5/3
nk ∝ k−17/5 nk ∝ k−11/3
Taulukko 2: Kahden kilpailevan mallin ennustamat spektrit kelvinaaltokaska-
dille. Vasemmalla Kozikin ja Svistunovin (KS) ja oikealla L’vovin ja Nazarenkon
(LN) spektri. Ylempänä on energiaspektri ja sen alla kelvonilukuun liittyvä spekt-
ri, jota usein käytetään kirjallisuudessa.
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Myös E(k):n riippuvuus k:sta voidaan selvittää vastaavanlaisella dimensio-
naalisella päättelyllä (ks. Nazarenkon aaltoturbulenssia käsittelevä kirja [41]).
Kiinnostuksen kelvinaaltokaskadia kohtaan pani alulle Kozikin ja Svistu-
novin vuonna 2004 julkaisema artikkeli [184]. Tässä he toivat muun muassa
esiin, että kelvonien vuorovaikutukset eivät ole lokaaleja paikka-avaruudessa,
mikä tarkoittaa sitä, että LIA ei riitä kelvonien dynamiikan kuvailuun. He
johtivat myös koko kelvonien hamiltoniaanisen teorian, osoittivat että tärkein
termi törmäysintegraalissa on termi p = 6 – koska kelvoniluku on säilyvä
suure, kuvaa se kolmikelvonitörmäyksiä 3⇔ 3 – ja johtivat energiaspektrin.
Seuraavissa papereissaan he esittivät numeerisen vahvistuksen spektrilleen
[185] ja laajensivat kelvonien teoriaa kirjoittamalla hamiltoniaanin, joka
selittää kelvonien ja fononien vuorovaikutukset [179]. Heidän numeerinen
simulaationsa käytti Biot’n ja Savartin lakia, mutta he esittivät skaalojen-
erottelualgoritmin. Laskentaa nopeutettiin antamalla lähellä oleville osille
kaukaisia osia suurempi huomio integroitaessa.
Nazarenko suoritti simulaatioita käyttäen differentiaaliyhtälömallia [186,
187]. Tällaisia malleja käytetään turbulenssin simuloinnissa usein. Artikke-
leissaan hän tuli myös tuoneeksi esiin sen faktan, että koska kelvinaaltojen
dynamiikkaa kuvaavat yhtälöt säilyttävät energian lisäksi myös toisen suu-
reen eli kelvoniluvun, niin on mahdollista, että suoran kaskadin lisäksi olisi
myös käänteiskaskadi. Tilanne vastaa klassista kaksiulotteista turbulenssia,
jossa energian lisäksi säilyy myös enstrofia ja tämä aiheuttaa käänteiskaska-
din [188]. Nazarenko viittasi Lebedevin julkaisemattomiin tuloksiin, joiden
mukaan käänteiskaskadi saisi spektrin nk ∝ k−3.
Nazarenko osoitti myös, että tarkasteltaessa tilannetta, jossa rekonnektiot
synnyttävät aaltoja isolla välillä aaltolukuja, tulee suora kaskadi dominoimaan.
Näin voi perustella, että on ylipäätään mielekästä tutkia kelvinaaltokaskadia.
6.3.2 Kelvinaaltokaskadin liittäminen Kolmogorovin kaskadiin
Spektrin oikea muoto ei ole ainoa erimielisyyksien aihe. Erimielisyydet al-
koivat jo ennen kuin LN-spektri esitettiin. Nämä erimielisyydet liittyivät
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siihen, kuinka klassinen Richardsonin-Kolmogorovin kaskadi ja kelvinaalto-
kaskadi sovitetaan yhteen. L’vov, Nazarenko ja Rudenko huomasivat, että jos
vaaditaan sama energiavuo kautta kaikkien skaalojen, niin energian määrä
klassisen ja kelvinaaltokaskadiin liittyvän alueen ylimenokohdalla tulee ylittää
K41-teorian ennustama arvo moninkertaisesti [104]. Kelvinaallot ovat huo-
mattavasti tehottomampia siirtämään energiaa pienemmille skaaloille kuin
klassinen hydrodynaaminen turbulenssi.
L’vov et al. esittivätkin, että supranesteturbulenssissa olisi nähtävissä
pullonkaulailmiö, jossa energiaa kasautuu vorteksien välisen etäisyyden pi-
tuusskaalalle. Pullonkaulailmiöt ovat tavanomaisia klassisissa systeemeis-
sä [189–191]. Klassisessa turbulenssissa pullonkaula voi syntyä inertiaali-
sen välin ja viskoosisen välin ylimenokohtaan. L’vov et al. ennustivat, että
Kolmogorovin alueen lopussa spektri saisi muodon E(k) ∝ k2.
Vuotta myöhemmin samat tekijät muokkasivat ehdotustaan huomioiden,
että voi olla väli jolla Kolmogorovin kaskadi ja kelvinaaltokaskadi toimivat yhtä
aikaa [192]. Siirtymä klassiselta alueelta kvanttialueelle ei siis olisi aivan terävä.
Johtopäätökset eivät kuitenkaan muuttuneet paljoakaan: energiaspektrissä
olisi nähtävissä klassinen Kolmogorovin alue, alue jossa E(k) ∝ k2, jota
seuraisi alue jossa E(k) olisi vakio ja lopuksi olisi kelvinaaltokaskadin alue.
Kozik ja Svistunov esittivät kuitenkin oman skenaarionsa siitä, miten
siirtymä klassiselta alueelta kvanttialueelle tapahtuu [193]. Heidän mielestään
artikkelin [104] Akilleen kantapää on oletus siitä, että Kolmogorovin kaska-
di jatkuisi aina keskimääräisen vorteksien välisen etäisyyden pituusskaalalle
asti. Heidän esityksessään mitään pullonkaulaa ei ilmestyisi, vaan kelvinaal-
tokaskadia edeltäisi kolme kaskadialuetta. Nämä liittyisivät rekonnektioihin.
Ensimmäinen alue liittyisi vorteksivyyhtien välisiin rekonnektioihin, toinen
vorteksin rekonnektioihin sen lähimpien naapurivorteksien kanssa ja kolmas
vorteksin rekonnektioihin itsensä kanssa – mekanismi, jonka Svistunov oli mai-
ninnut jo vuoden 1995 paperissaan [154]. Vorteksin rekonnektioihin itsensä
kanssa liittyy pienien vorteksirenkaiden syntyminen.
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Kozik ja Svistunov myönsivät, että realistisilla parametrien arvoilla nä-
mä alueet eivät luultavasti näyttäytyisi selkeinä ja erillisinä. He kuitenkin
uskoivat, että joitakin kullekin alueelle tyypillisiä piirteitä jäisi näkyviin.
Kullekin alueelle he esittivät oman spektrin. Spektri, jota he käyttivät, oli
heidän määrittelemänsä kelvinaallon tyypillisen amplitudin spektri, bk, joka
on yhteydessä kelvinspektriin, b2k ∼ knk. Yhteenveto Kozikin ja Svistunovin
skenaariosta on kuvassa 26.
Kuva 26: Kozik ja Svistunov esittivät, että siirtyminen klassisesta kaskadista
kelvinaaltokaskadiin tapahtuisi kolmen erillisen alueen kautta. Ensiksi vorteksi-
vyyhtien rekonnektion, toiseksi vorteksien rekonnektiot naapureittensa kanssa ja
kolmanneksi vorteksin rekonnektiot itsensä kanssa. Vasta sitten alkaa kelvinaalto-
kaskadi.
(Alkuperäinen kuva julkaisusta [193].)
Pullonkaulailmiön esiintymistä on yritetty tutkia numeerisesti, mutta
toistaiseksi tulokset eivät ole riittäviä ratkaistakseen ongelmaa. Sasa et al.
käyttivät Grossin-Pitaevskiin yhtälöä, ja heidän tuloksensa tukivat L’vovin,
Nazarenkon ja Rudenkon mallia [113]. Thiagalingam ja Sagaut suorittivat
myös laskuja selvittääkseen hydrodynaamisen kaskadin yhteensovittamista
kelvinaaltokaskadin kanssa [194]. Heidän käyttämänsä malli erosi artikke-
70
lissa [113] käytetystä, ja niin erosivat tuloksetkin. Thiagalingam ja Sagaut
käyttivät hydrodynaamiseen malliin kytkettyä differentiaaliyhtälömallia, joka
kuvasi kelvinaaltokaskadia joko KS- tai LN-spektrillä. Molemmissa tapauksis-
sa pullonkaulailmiö havaittiin, mutta sen huomattiin olevan erittäin herkkä
käytetylle mallille. Alue, jossa E(k) ∝ k2, havaittiin vain epäfysikaalisilla
parametrien arvoilla.
6.3.3 LN-spektri ja kysymys kallistussymmetriasta
L’vovin ja Nazarenkon spektriin päädyttiin sarjassa artikkeleita vuosina 2009-
2011. Ensimmäinen askel oli Boffettan et al. :n julkaisema artikkeli [155],
jossa käsiteltiin kelvinaaltokaskadin kuvailuun käytettäviä yksinkertaistet-
tuja malleja, nimittäin TLIA:a ja differentiaaliyhtälömallia. TLIA sisältää
kuusiaaltovuorovaikutukset ja kaksoiskaskadin. Tässä artikkelissa julkaistut
numeeriset simulaatiot näyttivät vahvistavan KS-spektrin. Laskuihin kuiten-
kin sisältynee sen verran epätarkkuutta, että näin jälkikäteen nämä tulokset
voisi varmasti yhtä hyvin selittää LN-spektrinkin tueksi.
Seuraava merkittävä julkaisu oli Laurie et al. :n artikkeli [195]. Tässä pa-
perissa johdettiin lokaali epälineaarinen yhtälö kelvinaaltokaskadin kuvailuun.
Epälineaarisuuksien ollessa heikkoja on tämä uusi yhtälö isomorfinen TLIA:n
kanssa. Vielä ei annettu energiaspektrin muotoa, mutta todettiin että KS-
spektri ei voi olla oikea. Kelvonien kinematiikan väitettiin olevan epälokaalia
k-avaruudessa. Lisäksi erityisesti esitettiin, että ratkottaessa kelvinaaltojen
hamiltoniaania tulisi ottaa huomioon efektiivisten neliaaltovuorovaikutusten
vaikutus kuusiaaltovuorovaikutustermiin (ks. kuva 27).
Kuva 27: Vaikka neliaaltovuorovaikutukset muo-
toa 2 ⇔ 2 eivät johda epätriviaaleihin vuorovai-
kutuksiin, tulee kuitenkin ottaa huomioon muotoa




LN-spektrin muoto esitettiin L’vovin ja Nazarenkon artikkeleissa [196,197],
jotka jatkoivat ja syvensivät julkaisussa [195] aloitettua tarkastelua. Tärkein
kritiikki, joka KS-teoriaan kohdistettiin, oli edelleen, että sen havaittiin ole-
van epälokaali k-avaruudessa. Matemaattisesti tämä tarkoittaa, että kaikki
integraalit eivät konvergoi törmäysintegraalissa. Kysymys lokaalisuudesta on
erittäin tärkeä, koska koko energiakaskadin käsite perustuu sille olettamukselle.
L’vovin ja Nazarenkon saavutus olikin osoittaa, että tilanne on pelastettavissa
ja että voidaan muodostaa efektiivinen neliaaltoteoria, joka sallii kaskadin ja
antaa LN-spektrin, vaikka onkin pohjimmiltaan epälokaali.
Kozik ja Svistunov eivät kuitenkaan olleet vakuuttuneita L’vovin ja Naza-
renkon argumenteista. Heidän vastauksensa oli referoimattomassa arXiv-
julkaisussa [198], joka tuki heidän omaa teoriaansa. Lisäksi he arvostelivat
LN-teoriaa artikkelissa [199]. Tämä artikkeli tuo loistavasti esiin symmetria-
periaatteiden merkityksen fysiikassa. He toivat esiin muun muassa sen, kuinka
translaatiosymmetria vorteksin suunnassa liittyy kelvonien liikemäärän säily-
miseen ja kuinka kiertosymmetria vorteksin ympäri on vastuussa kelvonien
määrän säilymisestä.
Kozik ja Svistunov esittivät kuitenkin yhden hieman kyseenalaisen väitteen.
He vaativat myös kallistussymmetriaa, jonka he liittivät kelvonien kontribuu-
tioon liikemäärämomentin xy-komponenttiin (vorteksin ollessa z-suuntainen).
Vaatimalla kaikki nämä symmetriat, he perustelivat kelvonitörmäysten olevan
lokaaleja ja kuusiaaltoteorian olevan systeemin oikea kuvailu. He väittivät
LN-teorian olevan väärä, koska se rikkoo kallistussymmetrian.
Mitä oikeastaan tarkoitetaan kallistussymmetrialla? Kallistussymmetriasta
puhuminen on hyvin harhaanjohtavaa tarkasteltaessa vorteksia. Jo vorteksin
olemassaolo tuo tietyn etusijaisen suunnan. Kallistussymmetria rikkoutuu
reunaehtojen vuoksi; ne kiinnittävät vorteksin päät. Juuri tähän kiinnittivät
huomiota Lebedev ja L’vov omassa symmetriatarkastelussaan [200].
Kozik ja Svistunov vastasivat Lebedevin ja L’vovin symmetriatarkaste-
luun [200] kommentillaan [201]. He huomauttivat Lebedevin ja L’vovin käyttä-
neen esimerkissään LIA:a, jolla tiedetään olevan eri symmetriat kuin Biot’n ja
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Savartin yhtälöä käytettäessä. Lebedev, L’vov ja Nazarenko vastasivat kirjoit-
tamalla kommentin [202] Kozikin ja Svistunovin symmetria-artikkeliin [199].
Sen lisäksi, että he esittivät jälleen oman näkemyksensä oikeista symmet-
riatarkasteluista, he myös arvostelivat julkaisematonta simulaatiota [198].
He huomauttivat, että se erosi Kozikin ja Svistunovin aiemman julkaisun
simulaatiosta [185]. Tämän aiemman tulokset näyttäisivät menevän parem-
min yhteen LN-spektrin kanssa. Lisäksi epäiltiin, että Kozikin käyttämä
skaalojenerottelualgoritmi saattoi muuttaa tuloksia.
Boué et al. jatkoivat LN-teorian puolustamista [156]. Tässä artikkelissa
viitattiin heidän internetissä julkistamaan Mathematica-koodiin, joka sisältää
LN-teoriassa käytetyn törmäysintegraalin johdon rivi riviltä. Kozik ja Svistu-
nov eivät olleet esittäneet törmäysintegraaliaan eksplisiittisesti. Sen sijaan he
simuloivat sitä Monte Carlo -metodia käyttäen.
Törmäysintegraali on verrannollinen hamiltoniaanin vuorovaikutusvertek-
siin. Kun hamiltoniaani kehitetään sarjaksi, halutaan päästä eroon neliaal-
tovuorovaikutuksia kuvaavasta termistä. Sitä ei kuitenkaan voi vain hylätä,
vaan tehdään epälineaarinen kanoninen muunnos, jolla siitä pääsee eroon.
Tämän muunnoksen seurauksena tulee kuitenkin kuusiaaltovuorovaikutusta
kuvaavaan termiin ”korjaustermejä”, jotka vastaavat kuvan 27 kuvaamia ti-
lanteita. Näitä termejä Kozik ja Svistunov eivät olleet ottaneet huomioon,
mutta L’vov ja Nazarenko työtovereineen ottivat.
Jos törmäysintegraalin laskisi niin kuin Kozik ja Svistunov sen esittävät,
tulisi sen L’vovin ja Nazarenkon mukaan divergoida. Tämä divergointi taas
tarkoittaa, että lokaalisuus ei päde. He väittivät Kozikin ja Svistunovin teh-
neen algebrallisen virheen ja käyttäneen virheellistä numeerista Monte Carlo
-menettelyä. Kallistussymmetrian tarkasteleminen taas liittyy törmäysinte-
graalin asymptoottiin silloin, kun yksi kuusiaaltovuorovaikutukseen liittyvistä
aaltoluvuista on pieni.
Bouén ja kumppanien LN-teoriaa puolustavan artikkelin [156] tarkoituk-
sena oli viedä huomio epämääräisistä symmetriatarkasteluista, ja korostaa
analyyttisten tulosten merkitystä. Artikkelissa esitettiinkin LN-ratkaisun ek-
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Kuva 28: Skemaattisesti ilmaistuna L’vovin ja Nazarenkon esittämä skenaario
eroaa KS-skenaariosta siinä, että he ottivat huomioon kuusiaaltovuorovaikutuk-
sessa 72 termiä, joita Kozik ja Svistunov eivät olleet huomioineet.
(Kuvan lähde: [156].)
saktius ja yksikäsitteisyys. Boué et al. kirjoittivat, että väittelyä tulisi jatkaa
vasta kun on esittää vaihtoehtoinen analyyttinen tulos.
Boué et al. esittelivät myös numeerisen laskun, joka tuki heidän tuloksiaan.
Tämä ei kuitenkaan ole kovin yllättävää, kun ottaa huomioon sen, että lasku
perustui lokaalille epälineaariselle yhtälölle [195] eli LN-teorialle.
Kysymys kallistussymmetriasta nousi jälleen esiin Edouard Soninin ar-
tikkelin myötä [203]. Sonin hyökkäsi LN-teoriaa vastaan pitkälti samoilla
argumenteilla kuin Kozik ja Svistunov aiemmin. Sonin huomautti, että vuo-
rovaikutuksen lokaalisuus on tärkeää. Vaikka globaali rikkoutunut symmetria
voi rikkoa lokaalinkin symmetrian, niin näin ei pitäisi kuitenkaan olettaa en-
nen kuin ollaan varmoja siitä, ettei lokaali symmetria voi taata lokaalisuutta.
Analyysissään hän keskittyykin lokaalin kallistussymmetrian tarkasteluun.
Soninin päätelmä oli, että vaikka kelvinaaltojen spektri riippuu käytetystä
koordinaatistosta, niin kelvinaaltokaskadin mekanismin tulee kuitenkin olla
kallistusinvariantti. Koska L’vovin ja Nazarenkon ehdottama mekanismi ei
ole tätä, ei se voi olla relevantti kuvailu kelvinaaltojen dynamiikan kannalta.
Soninin paperi ei jäänyt ilman L’vovin ja Nazarenkon huomiota. He
kirjoittivat siihen kommentin [204], josta käy hyvin ilmi kuinka kiivasta
keskustelu asian tiimoilta on. Konferensseissa kasvoista kasvoihin käytynä on
keskustelu ollut vieläkin kiihkeämpää.
L’vov ja Nazarenko vastasivat Soninille, että koska kelvinaalto on mää-
ritelty vain vorteksiin nähden, niin on selvää, että tällainen taustan valinta
rikkoo hamiltoniaanin alkuperäisen symmetrian. Toisin sanoen kelvinaaltojen
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hamiltoniaani ei voi olla kallistussymmetrinen, eihän silloin voisi olla vortek-
sia, jossa aaltoja olisi. L’vov ja Nazarenko totesivat tässä yhteydessä, että ”ei
ole hymyä ilman kissaa, jollei olla ihmemaassa.” He myös vakuuttivat omien
laskujensa paikkansapitävyyttä ja vaativat niiden kumoamiseksi perusteellisia
laskuja, ei vain käsien heiluttelua. He toistivat Nazarenkon Abu Dhabissa
vuonna 2011 pidetyssä työpajassa esittämän kutsun tai haasteen: ”pankaa
hamiltoniaaninne pöydälle!”
Sonin kirjoitti vastauksen [205] L’vovin ja Nazarenkon kommenttiin [204] ja
selvensi argumenttejaan. Hän huomauttaa, että alkuperäinen vorteksin liikettä
kuvaava hamiltoniaani – joko Biot’n ja Savartin lain tai LIA:n mukainen – on
selvästi kallistussymmetrinen. On myös yleistä, että jollain prosessilla tai tilalla
on hamiltoniaania rajoittuneempi symmetria – kyseessä on silloin rikkoutunut
symmetria. LN-hamiltoniaanin tapauksessa on kuitenkin symmetrian puute,
ei rikkoutunut symmetria. Sonin haastaakin L’vovin ja Nazarenkon panemaan
kallistussymmetriaa noudattavan hamiltoniaanin pöytään, muuten ei laskuilla,
edes algebrallisesti oikein suoritetuilla, ole mitään painoarvoa.
Sonin selittää, että on toki mahdotonta suorittaa hamiltoniaanin sarjake-
hitelmä siten, että kallistussymmetria säilyisi. Sen sijaan olisi välttämätöntä,
että kallistusinvarianssin rikkovat termit olisivat kehitelmän kertalukua kor-
keampia. Tällöin voisi puhua hamiltoniaanin olevan kallistussymmetrinen.
Soninin argumentit ovat viisaita, mutta lähtökohta kyseenalainen. Vor-
teksin liikettä kuvaava hamiltoniaani sallii toki kallistussymmetrian, mutta
kun puhutaan kelvinaaltojen liikettä kuvaavasta hamiltoniaanista, puhutaan
aivan eri asiasta.
Tieteenteossa ei tietenkään pohjimmiltaan ole kyse kilpailusta, vaikka
joskus siltä saattaakin vaikuttaa. Jos kuitenkin käsittelisimme tätä kelvinaal-
tokiistaa kilpana, niin onko sillä voittajaa? Sanoisin, että L’vov ja Nazarenko
ovat retorisia voittajia, mutta todellinen voittaja ei ole vielä selvillä. Kahdessa
vastikään julkaistussa selontekoartikkelissakin ongelmaa pidetään vielä rat-
kaisemattomana. Nemirovskii epäilee, että ratkaisun saavuttaminen saattaa
vaatia toisenlaista lähestymistapaa [206]. Tsubota esittää kysymyksen ole-
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van avonainen yhteenvetokuvalla (ks. kuva 29), joka tuo esiin hyvin avoimet
ongelmat [207].
Niin hyvä ja ytimekäs yhteenveto kuin Tsubotan kuva onkin, on siinä
kuitenkin yksi olennainen virhe liittyen kaskadien yhteenliittämiseen. Lisäk-
si kuvan 29 energiaspektri E ∝ k−1 vaatii selityksen. Näitä käsittelemme
seuraavissa kappaleissa.
Kuva 29: Tämä kuva tiivistää kelvinaaltokaskadiin liittyvät avoimet ongelmat.
On epäselvää kuinka turbulenssin hydrodynaaminen alue ja kelvinaaltokaskadin
alue liittyvät yhteen. Ei myöskään ole selvää, minkä eksponentin kelvinaaltokas-





Sovitettaessa kaksi energiaspektriä yhteen tulee niiden olla yhteensopivia.
Tämä ehkä kuulostaa täysin triviaalilta, mutta tarkoitan tällä sitä, että
kuvassa 29 Richardsonin kaskadin k ja kelvinaaltokaskadin k viittaavat täysin
eri asioihin. Siksi niitä ei tulisikaan piirtää samaan koordinaatistoon. Virhe
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ei ole yksin Tsubotan, jolta olen kuvan lainannut, vaan samantapainen kuva
esiintyi jo L’vovin, Nazarenkon ja Rudenkon alkuperäisessä pullonkaulailmiötä
käsittelevässä julkaisussa [104].
Kolmogorovin kaskadin ollessa kyseessä k on k = |k|, missä k on kolmi-
ulotteinen aaltovektori, jolla ei tarvitse olla mitään tekemistä minkäänlaisen
aaltoilun kanssa. Kelvinkaskadin k on yksiulotteinen aaltovektori, joka liittyy
kelvinaaltoihin. On hämäävää, että samaa kirjainta käytetään molemmissa
tapauksissa ja erityisesti niistä yhtä aikaa puhuttaessa.
Tarkastelkaamme yhä kuvaa 29. Klassisen alueen ja kelvinaaltokaskadin
ylimenoon ehdotetaan kahta eri skenaariota. Nämäkään eivät ole täysin vertai-
lukelpoisia. LN-skenaariossa pullonkaula syntyy klassisen alueen loppuun, eli
k = |k|. Kozik ja Svistunov taas esittivät kelvinaaltokaskadia edeltävät kolme
kaskadia (ks. kuva 26, jossa kyseessä amplitudispektri, siksi eri eksponentit)
kelvinaaltojen aaltoluvun avulla.
Sovitettaessa kaksi kaskadia yhteen tulee ottaa huomioon niin energia kuin
energiavuokin yhteenmenokohdassa. Suoraan vorteksiin ei liity energiavuota,
vaan se on täysin kelvinaaltokaskadin ansiota. Sen sijaan jo täysin suora
vorteksi aiheuttaa kylläkin epätriviaalin energiaspektrin, kuten Kozik ja
Svistunov huomauttivat ylimenoa käsittelevässä artikkelissaan [193]. Tämän
spektrin muodosta he eivät kuitenkaan sanoneet mitään. Myös L’vov ja
Nazarenko mainitsivat tämän [104], vaikka on hieman epäselvää ottivatko he
sitä millään tavoin huomioon.
Sonin huomautti tästä L’vovin ja Nazarenkon virheestä artikkelissaan [203].
L’vov ja Nazarenko eivät vastanneet tähän kommentissaan [204]. Sonin esitti
myös oman skenaarionsa, joka ei vaadi pullonkaulaa. Se pohjautui kuitenkin
osittain kyseenalaisille oletuksille vahvasta aaltoturbulenssista, jota käsitellään
tarkemmin kappaleessa 6.5.
6.4.2 Vorteksin energiaspektri
On tunnettua, että suoran vorteksin aiheuttama energiaspektri on muotoa















dξjeik·(si−sj)(sˆ′i · sˆ′j). (6.3)
Integrointi tapahtuu ylitse kaikkien koordinaateilla ξi ja ξj parametrisoitujen
vorteksiparien. Myös vorteksin pari itsensä kanssa tulee ottaa huomioon. Yhtä-
lö (6.3) pätee täsmällisesti ainoastaan, kun vorteksit ovat suljettuja silmukoita
ja kun pyörteisyys katoaa äärettömyydessä. Reunaefektit aiheuttavat pinta-
termejä jotka tulee ottaa huomioon. Yhden tasomaisen reunan tapauksessa
voi integroinnin yltää koskemaan kuvavortekseja.
Isotrooppisessa tapauksessa integroinnin kulmien yli voi tehdä analyytti-












k|si − sj| (sˆ
′
i · sˆ′j). (6.4)
Anisotrooppisessa tilanteessa yhtälö (6.4) tulee ymmärtää keskiarvona kulmien
yli. Yhdelle suoralle vorteksille tämä on helppo laskea, ja tulokseksi tulee
E(k) = (ρsκ
2/4pi)k−1.
Myös vorteksirenkaan energiaspektri muistuttaa suurilla k-arvoilla suoran
vorteksin spektriä. Tämä on tietenkin luonnollista, sillä mitä lähempää ren-
gasta tarkastelemme sen suoremmalta se näyttää. Renkaan spektri oskilloi
käyrän ρsκ2R/(2k) ympärillä (R on vorteksirenkaan säde). Oskillaatioiden
amplitudi skaalautuu kuin k−3/2 [24].
Kelvinaaltokaskadin ollessa kiinnostuksen kohde on luonnollista haluta
tietää, miltä näyttää energiaspektri vorteksille, jossa on kelvinaaltoja. Hiljat-
tain osoitettiin niin analyyttisesti kuin numeerisestikin, että kelvinaaltojen
vaikutus suoran vorteksin energiaspektriin on todella pieni.
Nemirovskii osoitti analyyttisesti [206], että jos tarkastellaan suoraa vor-
teksia, jossa on kelvinaaltoja kelvinspektrillä, jonka eksponentti on −ν, niin
kelvinaaltojen aiheuttama korjaus vorteksin energiaspektriin on muotoa:
δE(k) ∝ A2k−ν+2. (6.5)
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Edellä A on kelvinaaltojen amplitudi, joten amplitudin ollessa pieni, on kor-
jauskin hyvin pieni. Kelvinaaltokaskadia tarkasteltaessa oletetaan amplitudi
aina pieneksi.
Hänninen ja Hietala osoittivat saman numeerisella laskulla [24]. He tar-
kastelivat suoraa vorteksia periodisilla reunoilla. Kuvassa 30 näytetään miltä
näyttää spektri vorteksille, jossa on kelvinaaltoja kelvinspektrin eksponen-
tin ollessa ν = 3.4 ja ensimmäisen moodin amplitudin ollessa A = 0.1Lz
(Lz = 1 mm on periodin pituus).
Kuva 30: Suoran vorteksin, jossa on kelvinaaltoja, energiaspektri. Suorat vii-
vat vastaavat energiaspektrejä suorille vortekseille, joiden pituudet ovat L = Lz
(alempi) ja L = 1.4347Lz (ylempi). Jälkimmäinen pituus on sama kuin tarkastel-
tavan vorteksin pituus.
(Kuva julkaistu aiemmin artikkelissa [24].)
Vorteksirenkaalla tilanne on vieläkin huonompi, koska oskillaatiot tekevät
poikkeamien havaitsemisesta hankalampaa.
Jos siis haluamme jotain tietoa kelvinaalloista, ei riitä, että tarkaste-
lemme koko energiaspektriä eli koko kineettisen energian spektraalitiheyttä.
Tärkeämpää on saada tietoa vorteksiytimen paikasta, jotta kelvinaaltoihin




Voisi kuvitella, että Tsubotan kuvaan 29 sisällyttämä E ∝ k−1 -spektri
liittyisi vorteksikonfiguraation aiheuttamaan spektriin, mutta näin ei ole.
Tämä energiaspektri viittaa niin sanotun vahvan aaltoturbulenssin teorian
ennustamaan spektriin.
Vinen [96,97] johti tämän eksponentin jo ennen Kozikin ja Svistunovin
kelvinaaltojulkaisuja. Hän pohti tilannetta, jossa kelvinaallot syntyvät toistu-
vien rekonnektioiden seurauksena. Pelkästään dimensionaalisella päättelyllä




missä A on jokin vakio.
Tätä Vinenin spektriä johdettaessa ei siis oletettu pieniä amplitudeja tai
että turbulenssia ajetaan joillain pienillä k-luvuilla. Heikon aaltoturbulens-
sin periaatteet eivät enää päde. On huomionarvoista, että spektri ei riipu
energiavuosta mitenkään. Kyseessä ei siis ole varsinainen kaskadi.
Myös Sonin pohti julkaisussaan [203] kelvonien vahvaa vuorovaikutusta.
L’vov ja Nazarenko kritisoivat näitäkin tuloksia kommentissaan [204]. So-
nin tarkasteli naiivisti, mitä tapahtuisi, jos ottaisi huomioon korkeampiakin
termejä hamiltoniaanin sarjakehitelmässä. Heikon aaltoturbulenssin perusaja-
tushan on, että koska vuorovaikutus on luonteeltaan heikkoa, niinpä sarjake-
hitelmän korkeammat termit – jotka kuvaavat useampien (kvasi)hiukkasten
vuorovaikutusta – voi jättää huomioimatta. Vahvan aaltoturbulenssin ollessa
kyseessä hamiltoniaania ei voida yleensä kehittää sarjaksi ja energian asteit-
taista kaskadia skaalalta toiselle ei ole, jolloin energiavuo ε on irrelevantti
suure. Vahvan aaltoturbulenssin tarkasteleminen aloitetaankin yleensä aivan
eri lähtökohdista (ks. [41]), siksi Soninin tarkastelu oli hieman kyseenalainen.











missä m on kokonaisluku, joka riippuu termien kertaluvusta. Kun m = 2
saadaan k−11/3 eli LN-spektri, kun m = 3 saadaan KS-pektri k−17/5. Jos taas
m on hyvin suuri, lähestytään spektriä k−3, mikä vastaa Vinenin spektriä.
Sonin hylkää LN-spektrin symmetriatarkastelujen perusteella ja toteaa,
että k−3.4:n ja k−3:n väliin osuvat potenssilait ovat sallittuja. Korkeamman
kertaluvun termit tulisivat merkityksellisimmiksi kelvinaaltojen amplitudien
kasvaessa. Tähän perustui myös Soninin ehdottama vaihtoehto pullonkaula-
ilmiölle.
Vastauksessaan L’vovin ja Nazarenkon kommenttiin Sonin antaa hieman
periksi ja vertaa omaa aiheen käsittelyään pilapiirtäjään, joka tekee karikatyy-
rin ihmisestä [205]. Vaikka Sonin oikookin mutkat, jopa L’vov ja Nazarenko
pitävät tarkemman mietinnän arvoisena Soninin tapaa johtaa Vinenin spektri.
Soninin tavasta tekee erikoisen myös se, että toisin kuin Vinen hän ei missään
vaiheessa ottanut rekonnektioiden vaikutusta huomioon.
Vahva kelvinaaltoturbulenssi on aihepiiri, joka vaatii perusteellisempaa




7.1 Kelvinaaltokaskadi numeerisissa simulaatioissa
Kelvinaaltoihin liittyvän energiaspektrin eksponenttia on yritetty selvittää
monissa numeerisissa simulaatioissa. Ehkä ensimmäiset tähän liittyvät laskut
olivat Arakin ja Tsubotan [210] sekä Kivotideksen ja hänen työtoveriensa [181].
Molemmissa tapauksissa tutkittiin energiaspektrin muuttumista rekonnektion
seurauksena. Tarkoituksena oli siis osoittaa se, kuinka rekonnektio synnyttää
kelvinaaltoja ja niiden kaskadi kuljettaa energiaa suuremmille aaltoluvuille.
Näissä simulaatioissa kuitenkin tutkittiin koko kineettisen energian spekt-
riä, joten kelvinspektrin eksponentista ei voida sanoa yhtään mitään. Molem-
missa tapauksissa huomattiin kuitenkin energian siirtyvän pieniltä aaltolu-
vuilta suurille. Aaltoluvulla tarkoitetaan tässä kolmiulotteisen aaltovektorin
pituutta. Araki ja Tsubota puhuvat kylläkin hyvin sekavasti niin kolmiulot-
teisesta aaltovektorista k = |k| kuin kelvinaaltojen aaltoluvusta k.
Kivotides et al. huomaavat energiaspektrin muuttuvan siten, että rekonnek-
tion jälkeen se saa muodon E(k) ∝ k−1. Ennen rekonnektiota energiaspektri
taipui eksponentiaalisesti alas. On epäselvää miksi näin oli. Kyseessä voi ol-
la Kivotides et al. :n käyttämän numeerisen algoritmin tuottama artefakti.
Suurilla aaltoluvuilla energiaspektrin tulisi käyttäytyä kuin k−1, tämä pätee
muulloinkin kuin vain yhden suoran vorteksin tapauksessa [211]. Sama ongel-
ma on monissa muissakin numeerisissa simulaatioissa (ks. esim. [132,209]).
Ensimmäinen simulaatio, jossa pystyttiin määrittämään kelvinspektri oli
Vinenin, Tsubotan ja Mitanin suorittama lasku [183]. He näkivät kelvins-
pektrin muotoa nk ∝ k−3. He tulkitsivat tämän Vinenin vahvan kelvinaal-
toturbulenssin spektriksi. Tämä tulkinta on kuitenkin kyseenalainen, koska
tässä simulaatiossa ajettiin vain yhtä aaltolukua. Vahva kelvinaaltoturbulenssi
vaatisi, että useita aaltolukuja ajettaisiin.
Kozik ja Svistunov suorittivat myös numeerisia laskuja [185,198], kuten
jo aiemmin mainittiin. Niissä nähtiin spektri nk ∝ k−17/5. Näitä simulaatioi-
ta kuitenkin arvosteltiin L’vovin ja Nazarenkon toimesta. Erityisen huolen
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aiheena oli, että skaalojenerottelualgoritmi muuttaisi epälokaaleja vuorovai-
kutuksia.
Kelvinaaltokaskadia on tutkittu myös Bosen–Einsteinin kondensaateissa
käyttäen Grossin ja Pitaevskiin yhtälöä. Yepez et al. suorittamassa simulaa-
tiossa havaittiin kaksi eri kineettisen energian spektrin aluetta: E ∝ k−5/3 ja
suuremmilla k-luvuilla E ∝ k−3 [212]. Kirjoittajat tulkitsivat havainneensa
Kolmogorovin alueen ja kelvinaaltokaskadiin liittyvän alueen.
Tämä artikkeli sai kuitenkin kaksikin kommenttia. Tuloksia kritisoitiin
esittäen, että k−3 liittyy vorteksiytimeen [213]. Toisin kuin filamenttimalli,
Grossin ja Pitaevskiin yhtälö huomioi supranesteen tiheysvaihtelut. Vortek-
siytimessä tiheys menee nollaan, ja energiaspektrissä tämä näkyy juuri k−3-
alueena koherenssipituutta pienemmillä pituuksilla. Vastauksessaan Yepez et
al. myönsivät, että mitä luultavimmin tästä todellakin oli kyse [214]. Kohe-
renssipituutta suuremmilla, mutta vorteksien välistä etäisyyttä pienemmillä
skaaloilla, tulisi näkyä sama k−1-spektri kuin filamenttimallillakin. Grossin
ja Pitaevskiin yhtälöllä tehdyissä laskuissa parametrit ovat usein kuitenkin
sellaiset, että tämä alue on hyvin kapea tai lähes olematon.
Myös Yepez et al. :in väite Kolmogorovin spektristä sai kritiikkiä osak-
seen [215]. Simulaatiossa oli kokoonpuristuvan energian osuus niin suuri,
että akustisten liikkeiden tai satunnaisen äänen olisi odottanut dominoivan
turbulenssia, ei pyörteiden ja Kolmogorovin kaskadin.
Koska kelvinaaltospektriin liittyvän eksponentin määrittäminen on hanka-
laa, eivät kaikki suoranaisesti siihen pyrikään. Baggaley ja Barenghi halusivat
esittää erilaisia tapoja saada informaatiota kelvinaaltokaskadista [216]. He
käyttivät filamenttimallia. He eivät onnistuneet määrittämään kelvinspektrin
eksponenttia sellaisella varmuudella, että KS- ja LN-skenaarioiden välille olisi
saatu selvä ero. Sen sijaan he esittelivät useita suureita, jotka antavat edes
jotain tietoa kelvinaaltokaskadista tai ainakin sen olemassaolosta.
Suureisiin, joita he tarkkailivat, kuuluivat muun muassa kaarevuusspektri,
amplitudispektri ja fraktaalidimensio. Jos suurempitaajuuksisia kelvinaaltoja
syntyy, esiintyy vorteksissa silloin suuremman kaarevuuden kohtia. Vastaavas-
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ti on kelvinaaltojen huomattu johtavan fraktaalimaiseen vorteksin muotoon.
Amplitudispektrillä taas tarkoitetaan sitä spektriä, joka saadaan vertaamalla
vorteksin ja silotellun vorteksin etäisyyseron määräämää amplitudia. Silotta-
minen voidaan tehdä ottamalla vain osa vorteksipisteistä ja interpoloimalla
näistä.
Näillä ja muutamalla muullakin tavalla Baggaley ja Barenghi näyttivät,
että kelvinaaltokaskadi on havaittavissa. Kaarevuusspektriin ja amplitudi-
spektriin voitiin myös liittää potenssilaki, mutta tarkkuus ei riittänyt erotta-
maan kelvinaaltokaskadiin liittyvää eksponenttia niin, että voitaisiin tehdä
selvä ero KS- ja LN-skenaarioiden välille.
Baggaley ja Barenghi tarkastelivat neljää erityyppistä konfiguraatiota.
Nämä olivat yksi suora vorteksi, kolme lähekkäistä suoraa vorteksia, yksi
vorteksirengas ja kolme lähekkäistä vorteksirengasta. Kaikissa tapauksissa
joka vorteksissa oli kahta eri aaltolukua kelvinaaltoja. He väittivät, että vain
yhtä vorteksia tarkasteltaessa kaskadia ei syntynyt. Tätä he perustelivat
sillä, että teorian mukaan kaskadia syntyy vain kuusiaaltovuorovaikutuksissa.
Ehdot k1 + k2 + k3 = k4 + k5 + k6 ja ω(k1) + ω(k2) + ω(k3) = ω(k4) + ω(k5) +
ω(k6) viittaavat kuitenkin vain kelvoneihin, ei makroskooppisten aaltojen
aaltolukuihin. Makroskooppisissa aalloissa on paljon kelvoneita. Niinpä jo
kahdesta alkutilan aaltoluvuista voi syntyä kaskadi. Vuorovaikutuksessahan
voi hyvinkin olla k1 = k2.
Artikkelista jäikin epäselväksi, mitä todella tapahtui tutkituissa yhden
vorteksin tilanteissa. Kirjoittajat nimittäin sanoivat, että tällöinkin huomattiin
aaltojen vuorovaikuttavan, mutta että kaskadia ei syntynyt. Esimerkiksi
kaarevuuden jakauman huippu liikkui suuremmille kaarevuuksille ja sitten
takaisin. Kolmen vorteksin tilanteessa sama huippu liikkui huomattavasti
enemmän kohti suurempia kaarevuuksia. Onkin mahdollista, että kyseessä
oli jonkinlainen rekurrenssi-ilmiö. Kelvinaaltoihin liittyvää rekurrenssia on
havaittu simulaatioissa aiemminkin [217].
Boué et al. suorittivat lokaalia epälineaarista yhtälöä käyttävän simulaa-
tion, joka vahvisti LN-teorian ennustukset [156]. Tulos olisi luonnollisesti
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ollut vakuuttavampi, jos siinä olisi käytetty filamenttimallia. Sen sijaan vai-
kuttavinta oli se laajuus, mikä omistettiin resoluution ja muiden laskentaan
vaikuttavien yksityiskohtien vaikutusten tarkasteluun.
Jokseenkin erilainen simulaatio oli Risto Hännisen suorittama lasku, jossa
kelvinaaltokaskadia tutkittiin äärellisellä lämpötilalla [218]. Äärellisen läm-
pötilan vaikutus kelvinaaltokaskadiin tunnetaan toistaiseksi melko huonosti.
Keskinäiskitka vaikuttaa voimakkaimmin suurilla k-luvuilla, joten voi muodos-
tua kelvinaaltojen kaskadi, jossa energianieluna on dissipaatio keskinäiskitkan
kautta.
Erityisesti Hänninen osoitti, että tapa, jolla kaskadiin syötetään energi-
aa voi vaikuttaa spektriin. Hän tutki vorteksia periodisilla reunaehdoilla.
Vorteksia ravistettiin päätepisteistä. Päätepisteiden liikkeen kiinnittäminen
aiheuttaa kuitenkin tietyn muodon vorteksiin lähelle kiinnityskohtia, ja tämän
parabolisen muodon voi ajatella summana kelvinaalloista. Reunaehdot voivat
siis tuoda tietynlaisen spektrin.
Hänninen myös suoritti Kozikin ja Svistunovin simulaatioita [185, 198]
muistuttavan laskun. Hän havaitsi spektrin riippuvan alkutilan amplitudista,
mikä saattaa selittyä Soninin vahvaa aaltoturbulenssia koskevilla spekulaa-
tioilla [203]. Aivan kuten Kozik ja Svistunov myös Hänninen käytti skaalojen-
erottelualgoritmia. Hänninen teki vertailun vuoksi yhden laskuistaan ilman
tätä algoritmia, eikä havainnut eroa.
Eräässä referoimattomassa numeerisessa simulaatiossa [219] Baggaley ja
Laurie saivat tulokseksi kelvinspektrin, joka tuntui vahvistavan LN-skenaarion.
He käyttivät dissipaatiomekanismina vorteksin paikallisesta kaarevuudesta
riippuvaa hyperviskositeettia. Lasku suoritettiin periodisilla reunaehdoilla,
mutta kuitenkin pitäen vorteksin päätepisteet kiinnitettyinä. Päätepisteiden
kiinnittäminen onkin tämän simulaation Akilleen kantapää. Kuten Hänninen
näytti [218], vaikuttaa tämä spektriin.
Kaikista simulaatioista vaikuttavin on Giorgio Krstulovicin Grossin ja
Pitaevskiin yhtälöä käyttävä lasku [220]. Laskussa tutkittiin yhtä suoraa
vorteksia, jolle määrättiin jokin spektri alkutilaan ja sitten vorteksin annettiin
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relaksoitua. Kaskadia ei siis ajettu millään muulla tapaa kuin vain sillä, että
alussa energiaa on suurella skaalalla, josta se pääsee virtaamaan pienemmille
skaaloille. Useilla eri resoluutioilla suoritetuissa laskuissa saatiin tulokset,
jotka kaikki olivat lähellä LN-skenaarion ennustamaa eksponenttia, vaikkakin
yleensä hivenen suurempia.
Krstulovicin laskussa onnistuttiin kelvinaaltojen amplitudit määrittä-
mään hämmästyttävällä tarkkuudella. Sen sijaan resoluutio oli melko pieni
sallien vain lyhyen kaskadialueen k-avaruudessa. Grossin ja Pitaevskiin yh-
tälöä hyödyntävien simulaatioiden hyvä puoli on se, että niissä dissipaatio
fononisäteilyn kautta on mahdollinen. Toisaalta on hieman epäselvää, missä
määrin supranesteessä olevat vapaat fononit voivat vorteksiin törmätessään
ajaa kaskadia pieniltä skaaloilta suuremmille tai muuten häiritä tutkittavaa
kelvinaaltokaskadia.
7.2 Kelvinaaltojen identifiointi
7.2.1 Kelvinaaltojen määrittely numeerisesti
Suoralle vorteksille kelvinaaltojen määrittely ja identifiointi on yksinkertaista.
Oletetaan, että vorteksiin voi esittää luvussa 5 kuvatulla tavalla koordinaateilla
x(z) ja y(z), jolloin voimme määritellä kompleksikoordinaatin w(z) = x(z) +






Jos käytetään periodisia reunaehtoja z-suuntaan, on aaltovektori k diskreetti
ja saa arvoja k = 2pim/Lz, missä m on kokonaisluku (aallon moodi) ja Lz
periodin pituus.
Tietylle vorteksikonfiguraatiolle kelvinspektri määritellään nk = |wk|2 +
|w−k|2 (k > 0). Teoreettisten ennusteiden mukaan pysyvän tilan kelvinspektri
on muotoa
nk = |wk|2 + |w−k|2 ∝ k−2η, (7.2)
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missä η ≈ 1.5 . . . 2. Eksponentin määritteleminen kaksinkertaisen η:na on
laskennan kannalta järkevää. Jos m (m > 0 ja 0 ≤ m ≤ 1) kuvaa positiivisten






Tässä siis m:llä ja k:lla on edellä mainittu yhteys m = kLz/2pi. Jos jatkossa
ilmoitan vain yhden amplitudin, vaikka vorteksissa olisi monia moodeja
kelvinaaltoja, viittaan tällöin tämän yhtälön mukaiseen suureeseen A.
Tiettyyn konfiguraatioon liittyvät amplitudit voidaan helposti määrittää
Fourier’n muunnoksen avulla. Näin tehdessä tulee kuitenkin olla hyvin tark-
kana. FFT:n käyttö vaatii, että vorteksipisteet ovat tasaväliset. Jos pisteet
eivät ole tasaväliset, tulee ne ensin interpoloida tasavälisiksi. Jos vorteksin
paikallinen kaarevuus on lähellä numeerista resoluutiota, kres, voi interpolointi
aiheuttaa spektriä vääristäviä virheitä. Tämän voi tietenkin välttää ratkaise-
malla Fourier’n kertoimet suoraan, mutta tämä on huomattavasti hitaampaa.
Vaihtoehtoisesti voi poistaa vorteksipisteiden liikkeen z-suuntaan, jolloin pis-
teet pysyvät tasavälisinä. Tämän voi tehdä ottamalla huomioon vektorin
ρ(z, t) = (x(z, t), y(z, t)), joka kertoo vorteksin ja tason leikkauskohdan. Fila-
menttimallissa tavallisesti käytetyn parametrisaation s(ξ, t) aikaderivaatan ja
















missä zˆ on yksikkövektori z-suuntaan. Tätä menetelmää tulee käyttää harki-
ten, koska se rajoittaa vorteksin todellista liikettä estäen sitä muun muassa
rekonnektoitumasta itsensä kanssa.
Kelvinaallot on varsinaisesti määritelty juurikin suoralle vorteksille. Vor-
teksirenkaalle voidaan kuitenkin määritellä kelvinaallot, jotka nekin sallivat
Fourier’n esityksen. Olkoon R0 vorteksirenkaan säde ja olkoon rengas sym-
metrisesti z-akselin ympärillä tasossa z = z0. Tällöin on mahdollista paramet-










Rm cos(mφ+ ϕm) sinφ,





missä φ = arctan(y/x) on atsimuuttikulma ja ϕm on moodin m vaihe. Ampli-
tudeja |wm| vastaavat nyt amplitudit Rm, jotka nekin voidaan laskea käyt-
tämällä FFT:tä. Nyt vorteksipisteiden tulee olla tasaväliset φ:n suhteen, tai
interpoloidut sellaisiksi, jonka jälkeen Fourier’n muunnos suureesta
Z = x cosφ+ y sinφ− iz (7.6)
määrää kertoimet Rm. Nollataajuutta vastaava termi paljastaa sekä renkaan
säteen R0 että renkaan paikan z0 reaali- ja imaginaariosina.











Näiden kaavojen avulla voidaan arvioida käytetyn numeerisen toteutuksen
tarkkuutta. Nollalämpötilassa tulisi sekä energian että liikemäärän säilyä.
Huomattakoon kuitenkin, että vaikka energia säilyisikin merkittävällä tark-
kuudella, esimerkiksi 0.1 prosentin tarkkuudella, voivat numeriikan aiheutta-
mat energian fluktuaatiot olla kuitenkin merkittävästi suurempia verrattuna
kaikista pienimmän skaalan kelvinaaltojen energiaan.
Filamenttimalli ei kykene kuvailemaan kelvinaaltojen johdosta syntyviä
fononeja. Simulaatioissa on kuitenkin aina jonkin verran numeerista dissi-
paatiota, joka tyypillisesti vaikuttaa juuri pienimmillä skaaloilla. Joissain
tapauksissa tämä voi riittää energianielun matkimiseen. Jos numeriikka kui-
tenkin säilyttää energian hyvällä tarkkuudella tai jos energiavuo on suurta,
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voi syntyä numeerinen pullonkaula. Tällöin kelvinaaltoja kasautuu resoluution
rajalle, mikä aiheuttaa liiallista fraktaalisuutta ja kohinaa.
Numeriikkaan tuleekin sisällyttää jokin dissipaatiomekanismi. On avoin
kysymys, mikä on paras tapa tämän toteuttamiseen. Mahdollisia tapoja ovat
muun muassa korkeimpien k-lukujen periodittainen nollaaminen joko leikkaa-
malla jostakin k-luvusta lähtien kaikki suuremmat moodit tai heikentämällä
niitä eksponentiaalisesti. Vaihtoehtoisesti voi käyttää jonkinlaista hypervisko-
siteettia: k-lukuun tai kaarevuuteen verrannollista dissipaatiota. Lisäksi, jos
halutaan sallia käänteiskaskadin mahdollisuus, on hyvä ottaa mukaan dissi-
paatio pienille k-luvuille, vaikkakin tämän fysikaalinen merkitys on hieman
epäselvä.
7.2.2 Kaarevuus
Lukuisia vortekseja sisältävässä vorteksivyyhdissä kelvinaaltojen identifiointi
on erittäin hankalaa. Vorteksille ei yleensä osata osoittaa kelvinaallotonta ver-
tailukohtaa, siis vastaavaa suoraa vorteksia tai vorteksirengasta. Niinpä olisi
suotavaa löytää jokin toisenlainen tapa havaita pienten skaalojen kelvinaallot.
Suure, jota ainakin kannattaa tarkkailla, on lokaali kaarevuus c(ξ) = |s′′|.
Keskimääräisen kaarevuuden kasvu kertoo pienen skaalan struktuurien ilmes-
tymisestä.
Suoran vorteksin tapauksessa tulisi kaarevuusspektrin ja kelvinspektrin







Kaarevuus saattaisi siis paljastaa kelvinspektrin monimutkaisemmissakin
vorteksivyyhdeissä. Kuitenkin suoralla vorteksilla suoritetut laskut osoittavat,
että tämä yhtälö pätee vain kun η > 2 [24]. Lisäksi amplitudin tulee olla pieni,
muuten tulokset ovat vielä huonommat. Resoluution lisääminen tai paikallisen
kaarevuuden laskemistavan parantaminen eivät vaikuttaneet tuloksiin.
Baggaley ja Barenghi kertoivat huomanneensa kaarevuuden tiheysfunktion
ottavan muodon c−α suurilla kaarevuuksilla [216]. Tosin heidän käyttämänsä
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Kuva 31: Kaarevuuden histogrammit suoralle vorteksille, jossa on kelvinaalto-
ja. Kyseessä on keskiarvot 50 eri tilanteesta, joissa vaiheet sekä positiivisten ja
negatiivisten moodien osuudet on valittu satunnaisesti. Vasemmalla: Vorteksilla
kelvinspektri, jolla η = 1.7 ja amplitudit A/Lz = 0.01, 0.05, 0.1 ja 0.25. Pisteiden
määrä on N = 8192 ja mukana on kaikki moodit, joilla |m| > 5. Oikealla: Jäl-
leen on käytetty η = 1.7 (pienemmässä kuvassa η = 2.5). Punainen viiva vastaa
tilannetta, jossa pisteitä on N = 8192 ja mukana kaikki moodit (|m| ≥ 1). Musta
pistekatkoviiva on laskettu neljä kertaa paremmalla resoluutiolla (N = 32768) ja
kaikilla mahdollisilla moodeilla. Sininen katkoviiva on sekin laskettu N = 32768
pisteellä, mutta mukana ovat vain samat moodit kuin huonomman resoluution
laskussakin.
(Kuvat julkaistu aiemmin artikkelissa [24].)
Kuva 32: Kaarevuuden his-
togrammi suoralle vorteksil-
le, jossa kelvinaaltoja. His-
togrammit laskettu kuten
kuvan 31 tapaukset. Tällä
kertaa amplitudi on pidetty
samana (A/Lz = 0.1), mutta
kelvinspektrin eksponenttia
on muutettu (η = 1.0, 1.25,
1.5, 1.75 ja 2.0).
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resoluutio oli jokseenkin rajallinen. Testattaessa tätä suoralla vorteksilla
huomattiin tämänlaisen mallin sopivan huonosti tuloksiin. Eksponentiaalinen
malli olisi sopinut paremmin useissa tapauksissa.
Lisäksi tutkittaessa kaarevuuden tiheysfunktiota huomattiin, että histo-
grammin maksimin paikka ei riipu vain kelvinspektristä, vaan myös amplitudis-
ta, kuten kuvasta 31 näkyy [24]. Paikka amplitudin funktiona ei myöskään ole
monotoninen. Samanlainen käyttäytyminen huomataan myös, jos amplitudin
sijasta muutetaan η:aa (ks. kuva 32).
7.2.3 Fraktaalidimensio
Lähellä absoluuttista nollapistettä kelvinaallot saavat vorteksin näyttämään
sykkyräiseltä. Jopa niin, että vorteksi näyttää melkeinpä fraktaalimaiselta.
Niinpä määrittämällä vorteksikonfiguraation fraktaalidimension saamme siitä
tietoa, joka voi kertoa jotain myös kelvinaalloista.
On hyvä huomata, että olemme kiinnostuneita nimenomaan yksittäisen
vorteksin fraktaalidimensiosta. Myös koko vorteksivyyhdille voidaan määrittää
fraktaalidimensio. Tällöin fraktaalisuus ei johdu vain vorteksien sykkyräisistä
muodoista, vaan myös siitä, että vyyhdissä on mahdollisesti toisiaan muistut-
tavia vortekseja useilla pituusskaaloilla. Vyyhdin fraktaalidimensiota on poh-
dittu teoreettisesti [221] ja määritetty numeerisissa simulaatioissa [116,222].
Yksittäisen vorteksin fraktaalidimensio on laskettu joissakin aiemmissa
simulaatioissa. Vaikka Kivotides et al. laskivat enimmäkseen vorteksivyyhtien
dimensioita [222], oli yksi heidän tarkastelemistaan tapauksista sellainen, jossa
neljä vorteksirengasta muodostavat rekonnektioiden seurauksena yhden vor-
teksin. He raportoivat, että tämän vorteksin fraktaalidimensio oli lähellä yhtä.
Tämä tulos ei ole yllättävä, sillä onhan kyseessä kuitenkin vain vääristynyt
ympyrä.
Kivotides et al. käyttivät yleisesti käytettyä laatikkomenetelmää (ns. box–
counting-dimensio). Tätä menetelmää yksinkertaisempi on Grassbergerin ja
Procaccian esittelemä korrelaatiodimensio [223], joka antaa ylärajan Haus-
dorffin dimensiolle. Tätä tapaa käyttivät Baggaley ja Barenghi [216]. He
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määrittivät fraktaalidimension kahden vorteksirenkaan rekonnektiosta syn-
tyneelle vorteksille ja saivat tulokseksi, että dimensio oli heti rekonnektion
jälkeen noin 1.6. Tilanne oli hyvin samantapainen kuin Kivotides et al. :in
tarkastelema, mutta tulos kovin erilainen. Tämän tuloksen perusteella re-
konnektiot aiheuttavat vorteksiin hyvin paljon eri aaltolukuisia kelvinaaltoja
tehden siitä todellakin fraktaalimaisen.
Korrelaatiodimension laskeminen on hyvin yksinkertaista. Kun on N
diskretointipistettä, korrelaatiodimensio D voidaan määrittää laskemalla
niiden pisteparien lukumäärä n, joiden välinen etäisyys on pienempi kuin .
Rajalla → 0, ottaa korrelaatiointegraali K() = n/N2 muodon K() ∝ D.
Selvittääksemme onko fraktaalidimensiolla ja kelvinspektrillä yhteyttä
laskimme korrelaatiodimension vorteksirenkaalle, jossa on kelvinaaltoja eri
spektreillä ja amplitudeilla [24]. Tulokset ovat tiivistettyinä kuvassa 33. Frak-
taalidimensio D on selvästi suurempi kuin yksi vain, kun η . 1.5 ja amplitudi
on tarpeeksi suuri. Näin ollen fraktaalidimensio ei anna juuri mitään tietoa
teoreettisesti kiinnostavissa tapauksissa. Koska D riippuu lisäksi amplitudista,
rajoittaa tämä fraktaalidimension käytettävyyttä entisestään.
Mikä sitten on voinut aiheuttaa Baggaleyn ja Barenghin havaitseman
fraktaalidimension? Numeerinen kohina lähellä resoluutiota saa aikaan, että
D → 3. Kohina aiheutuu siitä, että hyvin pienillä etäisyyksillä pistepareja
on liian vähän. Laskuissamme kohinan havaittiin olevan suurimmillaan kun
amplitudi oli suuri ja η pieni. Kun pistejoukkoon sovitetaan suoraa, tulee
sovitus tehdä skaaloille, jotka ovat resoluutiota suurempia (ks. kuva 34).
Väärin valittu sovitusalue saattaa selittää liian suuret korrelaatiodimensiot
artikkelissa [216].
7.2.4 Siloteltu vorteksi
Vorteksivyyhdin osana olevalle vorteksille kelvinaallot voidaan tunnistaa hyö-
dyntämällä ”silotellun vorteksin” käsitettä [154,216]. Ideana on poistaa vor-
teksista kaikki kelvinaaltojen tuoma pienen pituusskaalan rakenne jättäen
jäljelle vain eräänlaisen vorteksin luurangon. Kun alkuperäisistä vorteksipis-
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Kuva 33: Korrelaatiodimensio D kelvinaallon amplitudin funktiona. Vorteksi-
renkaassa on kelvinaaltomoodeja |m| ≥ 6 eri spektreillä |wm| ≈ m−η, η = 1.00,
1.05, . . . , 1.50. Laskettaessa käytettiin 4096 pistettä ja lasketut dimensiot ovat
keskiarvoja useista eri konfiguraatioista, joilla on satunnaisesti valitut vaiheet
ja negatiivisten ja positiivisten moodien osuudet. Pienessä kuvassa on esitetty
konfiguraatio, jolle η = 1.2 ja A/R = 0.25.
(Kuva julkaistu aiemmin artikkelissa [24].)
Kuva 34: Korrelaatiodimension
määrittäminen. Tilanne vastaa
kuvan 33 pienessä kuvassa esi-
tettyä konfiguraatiota. Fraktaali-
dimensioksi saadaan D ≈ 1.20.
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Kuva 35: Silotellun vorteksin avulla määritelty amplitudispektri A(k), laskuissa
käytettiin 1024 pistettä ja silottelussa n = 16. Punainen viiva on alkuperäinen
spektri, musta katkoviiva on silotellun vorteksin spektriin sovitettu suora. Ylhääl-
lä vasemmalla: alkuperäinen spektri β = 2 (siloteltuun sovitettu spektri 2.4).
Ylhäällä oikealla: β = 3.4 (sovitettu spektri 3.5). Alhaalla vasemmalla: β = 5 (so-
vitettu spektri 4.0). Alhaalla oikealla: β = 3, mutta mukana ei moodeja m > 100
(sovitettu 4.1).
(Kuvaajat julkaistu aiemmin artikkelissa [24].)
teistä si (i = 1, . . . , N) on määritetty siloteltu vorteksi ssileä, määritetään
kelvinaaltoamplitudit a(ξ) silotellun ja alkuperäisen vorteksin etäisyytenä:








Tavallisesti [216,224] silottelu on tehty valitsemalla alkuperäisistä vorteksipis-
teistä joka n:s ja käyttämällä niitä solmukohtina spline-interpolaatiolle.
Käytimme tätä menetelmää suoraan vorteksiin, jolla on jokin tietty kel-
vinspektri [24]. Kuvassa 35 nähdään menetelmän toimivuus. Amplitudispektri
seuraa selvästikin jotakin potenssilakia A(k) ≈ k−β, mutta näin laskettu β
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eroaa todellisesta eksponentista. Kun oikealle spektrille β . 4, saadaan liian
suuri eksponentti ja kun taas β & 4 saadaan liian pieni arvo.
Virhe johtunee ainakin osittain siitä, että koska interpolaatio kulkee läpi
osasta diskretointipisteitä, ovat derivaatat a′(ξ) epäjatkuvia kun a(ξ) = 0.
Tämä aiheuttaa sen, että spektri taipuu kohti arvoa β = 4.
Silottelumetodin tulisi siis välttää alkuperäisten datapisteiden läpi kul-
keminen. Yksi mahdollisuus olisi liukuvan keskiarvon käyttö. Voisi kuvitella,
että jos keskiarvoistetaan pisteitä pitemmältä matkalta kuin suurimpien kel-
vinaaltojen aallonpituus, saataisiin toimiva siloteltu vorteksi. Olemme kuiten-
kin kokeilleet tätäkin menetelmää, mutta tulokset eivät ole olleet juurikaan
paremmat.
7.3 Kelvinaaltokaskadiin liittyviä ongelmia
7.3.1 Numeerisia ongelmia
Kelvinaaltokaskadin havaitseminen numeerisissa simulaatioissa on äärimmäi-
sen hankalaa. Edellä käsittelimme jo kelvinaaltojen identifiointiin liittyviä
vaikeuksia. Kelvinaallot ovat hyvin määriteltyjä vain suoralla vorteksilla. Täl-
löin tunnemme dispersiorelaation, ja amplitudien määrittäminen onnistuu
Fourier’n muunnoksen avulla.
Kappaleessa 7.2.1 näytimme miten amplitudit voidaan määrittää helposti
myös vorteksirenkaan tapauksessa. Tämä määritelmä on kuitenkin jokseen-
kin keinotekoinen, eikä näin määritetyille aalloille päde välttämättä sama
dispersiorelaatio kuin suoran vorteksin kelvinaalloille. Tosin numeerisissa simu-
laatioissa on kuitenkin havaittu saman dispersiorelaation päteminen suurella
tarkkuudella. Vaikka siis näin määritellyt kelvinaallot eivät välttämättä ole
eksakti ratkaisu mihinkään aaltoyhtälöön, on määritelmä silti riittävän hyvä.
7.3.2 Todellisuus on teoriaa monimutkaisempaa
Aaltoturbulenssissa tavallisesti oletetaan, että aallon keskimääräinen vapaa
matka on paljon systeemin kokoa pienempi. Lebedev et al. totesivat, että
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todellisessa vorteksivyyhdissä vorteksit eivät ole läheskään suoria, mutta jos
aallon keskimääräinen vapaa matka on pienempi kuin vorteksin tyypillinen
kaarevuussäde, niin oletus suorasta vorteksista on perusteltu [202]. Tilanne
olisi verrattavissa vaikkapa meren painovoima-aaltoihin, joita tarkasteltaessa
merenpinnan voi olettaa olevan tasainen unohtaen maapallon globaalin pal-
lomaisen muodon. Kelvinaalloilla tämä ei kuitenkaan välttämättä onnistu,
sillä lyhyetkin aallot voivat kulkea pitkiä matkoja. Boué et al. huomautti-
vatkin tästä, ja totesivat, että ei ole vielä täysin selvää kuinka merkittävästä
ongelmasta on kyse [156].
Simulaatioissa, joissa tarkkaillaan monista vortekseista koostuvaa vyyhtiä,
tuskin toteutuvat kaikki heikon aaltoturbulenssin vaatimukset. Näin on tie-
tenkin myös todellisuudessa, ei vain simulaatioissa. Heikko aaltoturbulenssi
edellyttää pieniä amplitudeja. Lisäksi teoreettiset tarkastelut ovat koskeneet
lähinnä yksittäisiä suoria vortekseja.
Kelvinaaltokaskadin synnyttämiseen ei välttämättä tarvita rekonnektioi-
ta, vaan mahdollisesti myös vuorovaikutukset lähekkäisten vorteksien kanssa
voivat aiheuttaa kaskadin [216]. Sen että vierekkäiset vorteksit vuorovaikut-
tavat keskenään, voi todeta helposti vaikkapa tarkastelemalla kahta suoraa
vorteksia, joista toinen on aivan suora ja toisessa on jokin kelvinmoodi (ks.
kuva 36). Tällöin voi huomata toiseenkin vorteksiin syntyvän samanmoodisen
kelvinaallon. Jonkinlainen rekurrenssi on havaittavissa: alunperin suoran vor-
teksin aallon amplitudi kasvaa samalla kun toisen vorteksin aallon amplitudi
pienenee. Kun tämä toinen vorteksi on lähestulkoon suora, osat vaihtuvat ja
sen amplitudi alkaa kasvaa toisen pienetessä.
Kun vierekkäisissä vortekseissa on useampia moodeja kelvinaaltoja, on
niiden välinen vuorovaikutus huomattavasti monimutkaisempaa. Nämä vuo-
rovaikutukset hankaloittavat nekin kelvinaaltokaskadin tutkimista.
7.3.3 Äärellisen koon ongelma
Yksi ongelma liittyy siihen, että laskettaessa vorteksin pituus on äärellinen
(periodisia reunoja käytettäessä periodin pituus), mikä johtaa siihen, että
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Kuva 36: Kaksi vierekkäistä vorteksia, joista toisessa alkutilassa kelvinaalto.
Toiseen vorteksiin ilmestyy saman taajuuksinen aalto. Vorteksien aaltojen ampli-
tudit vuoroin kasvavat ja pienenevät. Laskennassa käytetty periodisia reunaeh-
toja (periodin pituus 6 mm), alkutilassa aallon amplitudi on puolet vorteksien
välisestä etäisyydestä (0.2 mm).
aaltoluvut ovat diskreettejä. Näin ollen vaadittavien mahdollisten kaskadin
sallivien aaltolukuyhdistelmien määrä on hyvin pieni. Tämä saattaa estää
kaskadin täysin tai sallia sen vain eräille tietyille aaltoluvuille, jotka toteuttavat
energian ja liikemäärän säilymisestä tulevat resonanssiyhtälöt. Ratkaistavaksi
saadaan Diofantoksen yhtälöt, joilla ei ole välttämättä yhtään ratkaisua.
Kasvattamalla laskentapisteiden määrää lisätään mahdollisten aaltolu-
kujen lukumäärää, mutta pisteitä tulee todennäköisesti olla todella paljon,
jotta simulaatio vastaisi todellisuutta. Kun systeemiin lisätään dissipaatio, se
aiheuttaa resonanssin levenemistä. Jos halutaan, että kaskadi ei ole diskreet-
tiä, tulee resonanssin levenemisen olla selvästi suurempi kuin mahdollisten
taajuuksien väli.
Vaikka Krstulovicin simulaatio [220] onkin tähän asti suoritetuista las-
kuista vakuuttavin, herättää se kuitenkin epäilyjä. Krstulovicin käyttämä
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resoluutio oli vain muutamia satoja pisteitä, joten on ihmeellistä, että mitään
kaskadia ylipäätään nähtiin.
Aaltoturbulenssissa tunnetaan yleisemminkin äärellisen koon ongelman
merkitys [225,226]. Kelvinaaltojen yhteydessä äärellisen koon ongelmaan on
kiinnittänyt huomiota ainoastaan Boué et al. [156]. Ottaen huomioon kuinka
merkittävä ongelma on kyseessä on merkillistä, ettei asiaan ole kohdistunut
suurempaa huomiota. Yksiulotteiset systeemit ovat tunnetusti herkimpiä
äärellisen koon ongelmalle.
7.3.4 LIA ja kelvinaallot
Koska LIA on integroituva systeemi, jolla on ääretön määrä additiivisia liike-
vakioita, se ei johda epätriviaaliin kinetiikkaan [151]. LIA:n integroitavuus
rikkoutuu, jos systeemiin otetaan mukaan esimerkiksi jokin dissipaatiomeka-
nismi. Myös rekonnektiot rikkovat integroituvuuden.
Yhtenä virhelähteenä numeerisissa laskuissa ovat LIA:sta johtuvat artefak-
tit. Voisi kuvitella, että tätä ongelmaa ei olisi kelvinaaltoja tutkittaessa, koska
integroituvana systeeminähän LIA:n ei väitetä aiheuttavan kaskadia. Tämä
ei kuitenkaan tarkoita, etteikö pelkästään LIA:a käyttävissä simulaatioissa
havaittaisi kelvinaaltomoodien jonkinlaista redistribuutiota.
Mitä oikeastaan tarkoitetaan sillä, että LIA ei johda epätriviaaliin kine-
tiikkaan? Tarkastellaan joitain hyvin yksinkertaisia tilanteita. Vorteksi, jossa
on vain yksi kelvinmoodi pysyy muodoltaan sellaisena kuin se on. Vorteksin
muotonsa säilyttävää liikettä voi hyvinkin kutsua triviaaliksi.
Seuraavaksi yksinkertaisin tilanne on vorteksi, jossa on kaksi kelvinmoodia.
Yksinkertaisuuden vuoksi olkoot kyseessä aaltoluvut k ja −k, jolloin kysees-
sä on tasokonfiguraatio (x = A cos(kz) ja y = 0). Tällaisen avaruuskäyrän
kaarevuus on κ = Ak2 cos(kz)/(1 +A2k2 sin2(kz))3/2. Koska LIA:ssa vorteksi-
pisteen nopeus on verrannollinen kaarevuuteen kyseisessä pisteessä (ks. yhtälö
3.31), huomataan, että vorteksin liike ei voi olla vain alkuperäisen tasokonfigu-
raation rotaatiota. Nimittäjästä johtuen näin on vain rajalla Ak → 0. Koska
vorteksikonfiguraatio ei pysy tasossa, täytyy uusia kelvinmoodeja ilmestyä.
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Kuva 37: Vorteksi, jossa on alussa kelvinmoodit 5 ja 7. Jo hyvin lyhyessä ajassa
on vorteksiin ilmestynyt uusia moodeja. Lasku suoritettu vorteksilla, jossa 4096
pistettä, periodin pituus Lz = 1 mm ja A = 0.01Lz.
Edellä valittiin aaltoluvut k ja −k. Tällöin suorittamiemme numeeristen
simulaatioiden mukaan uudet ilmestyvät moodit ovat ±3k,±5k,±7k, . . . Vas-
taavasti, jos valitaan mitkä tahansa aaltoluvut k1 ja k2 (olkoon k1 < k2),
huomataan uusien aaltolukujen olevan k = k2 + q∆k ja k = k1 − q∆k, missä
q on positiivinen kokonaisluku ja ∆k = |k2− k1|. Kuvassa 37 nähdään kuinka
alkuperäisten moodien 5 ja 7 lisäksi on havaittavissa kaikki parittomat moo-
dit -15:sta 27:ään. Jos energian säilymistä vaadittaessa kuvataan energiaa
katkaistulla LIA:lla (ks. yhtälö 5.22), niin huomataan energian säilyvän.
Vorteksirengasta tarkasteltaessa jo yhdestä moodista syntyy uusia moode-
ja. Barenghi et al. tutkivat rengasta, jossa oli suuriamplitudinen kelvinaal-
to [227]. Sonin huomautti, että tässä simulaatiossa nähdyt vorteksipituuden
oskillaatiot selittyvät vain, jos vorteksirenkaassa on useampi kuin yksi kel-
vinmoodi [228]. Tutkimalla rengasta, jossa on alussa vain yksi moodi, sen
huomataan noudattavan samantapaista sääntöä uusien moodien ilmestymisel-
le kuin suoran vorteksin, jossa on kaksi moodia (erona on, että koko renkaan
kaarevuutta voi ajatella nollamoodina).
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Se, että vorteksirenkaan pituus oskilloi, viittaa siihen, että kyseessä ei
ole mikään kaskadi suuremmille aaltoluvuille. Sen sijaan kyseessä lienee
rekurrenssi-ilmiö. Kelvinaaltoihin liittyvää rekurrenssia on havaittu aiem-
minkin [217]. Rekurrenssi nähdään myös suorassa vorteksissa, jossa on kelvin-
moodit k ja −k. Rekurrenssiakin voi pitää triviaalina kinetiikkana. Kuitenkin,
jos suorassa vorteksissa on alussa jotkin muut kaksi moodia, ei rekurrenssia
havaita ainakaan yhtä nopealla jaksonajalla.
Kun vorteksissa on useita moodeja, on siihen syntyvien uusien moodien
ennustaminen hankalaa. Tällöinkään ei nähdä rekurrenssia. Itse asiassa täl-
löin on helppo luulla, että kyseessä on jokin todellinen kaskadi. Teorioitten
ennustamasta kelvinaaltokaskadista ei kuitenkaan ole kyse. Kuten kuvan
37 esimerkistä huomataan, syntyvät uudet moodit todella nopeasti. Teorioi-
den ennustama kelvinaaltokaskadi on luonteeltaan heikkoa, eikä siis kovin
nopea prosessi. LIA-simulaatioissamme syntyvät moodit eroavat teorioiden
ennustamasta kaskadista myös siten, että niiden amplitudit vaimenevat suu-
rilla k-luvuilla eksponentiaalisesti. Tämän takia LIA-kaskadia ei varsinaisesti
pidetä kaskadina – siihen ei voida liittää mitään potenssilakia.
Tasoaallon tapauksessa huomasimme, että pienen amplitudin rajalla sen
liike todellakin on vain rotaatiota. Tämä jos mikä olisi triviaalia kinetiikkaa.
Kelvinaaltokaskadiin liittyvät teoriat vaativat pienen amplitudin. Onkin epä-
selvää, miten niin mahdollisissa kokeissa kuin numeerisissa simulaatioissakin
vaadittava kelvinaallon äärellinen amplitudi muuttaa tuloksia.
Käytettäessä Biot’n ja Savartin lakia on vorteksien käyttäytyminen lähes
identtistä LIA-simulaatioiden kanssa. Tämä ei oikeastaan ole yllättävää, sil-
lä LIA-termi on mukana myös BS-simulaatioissa. Vorteksin kaukaisemmista
osista aiheutuva kontribuutio on yleensä aika pientä, mikä tekeekin LIA:sta
käyttökelpoisen menetelmän. Näin ollen numeerisissa simulaatioissa on havait-
tavissa LIA:n aiheuttama kaskadi, mikäli sitä nyt kaskadiksi edes voi kutsua.
Tämä saattaa vääristää tai peittää allensa kaiken oikean kelvinaaltokaskadin.
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8 Yhteenveto
Supranesteet poikkeavat klassisista nesteistä erityisesti kaksinestemallin ja
kvantittuneiden virtauspyörteiden osalta. Kuitenkin niiden turbulenssi muis-
tuttaa klassista vastinettaan. Niissä voidaan havaita sama Kolmogorovin
energiaspektri. Vorteksien lokaali polarisaatio saa supranesteen virtauksen
muistuttamaan tavallisen viskoosisen nesteen virtausta. Klassisissa nesteissä
turbulenssi vaatii viskositeetin mahdollistavan energian dissipaation pienillä
pituusskaaloilla. Kaksinestemallin mukaan supranestekomponentissa viskosi-
teettia ei ole. Kuitenkin nollalämpötilassakin, kun normaalinestekomponenttia
ei ole, turbulenssi on mahdollista.
Vaikka kaikki kelvinaaltokaskadiin liittyvät yksityiskohdat eivät olekaan
täysin selvillä, uskotaan kelvinaaltojen olevan se mekanismi, joka mahdollistaa
energian dissipaation nollalämpötilan rajalla ja sitä kautta myös turbulens-
sin. Klassisissa nesteissä dissipaatio on termistä, supranesteissä akustista.
Suuritaajuuksiset kelvinaallot säteilevät fononeja. Kelvinaaltoja syntyy rekon-
nektioiden seurauksena, ja epälineaaristen vuorovaikutusten kautta energia
siirtyy pienempitaajuuksisilta aalloilta suuritaajuuksisille niin kutsutussa
kelvinaaltokaskadissa.
Toistaiseksi on ehkä liikaakin kiinnitetty huomiota heikon kelvinaaltokaska-
din ennustamaan eksponenttiin. Kokeet, joissa kelvinaaltokaskadia voitaisiin
tutkia ja ratkaista kumpi ehdotetuista heikkoa kelvinaaltoturbulenssia ku-
vailevista skenaarioista – Kozikin ja Svistunovin [151, 199] vai L’vovin ja
Nazarenkon [156,196] esittämä – on oikeassa, ovat toistaiseksi lähes mahdot-
tomia toteuttaa. Kelvinaaltokaskadin numeeriseen tutkimiseen liittyy monia
vaikeuksia, joten simulaatiot eivät ole kyenneet tuomaan ratkaisua.
Heikon kelvinaaltoturbulenssin sijasta tulisikin tutkimus suunnata toisaal-
le. Vahvan aaltoturbulenssin teoriaa tulee kehittää, jotta voidaan paremmin
ymmärtää tilanteita, joissa kaikki heikon aaltoturbulenssin vaatimukset ei-
vät toteudu. Teoreettiset idealisaatiot riittävät harvoin kuvaamaan tarkasti
monimutkaista todellisuutta.
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Myös ylimenoa klassisesta turbulenssista kelvinaaltokaskadiin tulee tutkia
paremmin. Kolmogorovin kaskadin ja heikon kelvinaaltoturbulenssin kaskadin
liittäminen yhteen on kuitenkin väärä lähestymistapa. Vorteksivyyhdissä
tapahtuu varmasti paljon rekonnektioita, joten heikon kelvinaaltokaskadin
sijasta syntyykin varmasti vahva kelvinaaltoturbulenssi.
Eräs alue, joka myös vaatii ehdottomasti enemmän huomiota, on turbulens-
si äärellisillä mutta pienillä lämpötiloilla. Tällöin kokeetkin voivat tulla avuksi.
Äärellisen lämpötilan vaikutusta kelvinaaltokaskadiin on tutkittu vasta hy-
vin vähän [218,229]. Pienikin äärellinen lämpötila voi tukahduttaa kaskadin.
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